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ÉLÉM  E 

D’A  L G È 


ANALYSE  INDETERMINE 


'De  la  résolution  des  Equations  du  premier  degré j 
qui  renferment  plus  d'une  inconnue. 

1 . O N a vn , dan.s  les  Élémens  d’ Algèbre , comment  une 
quantité  inconnue  se  détermine  par  une  seule  équation,  et  com- 
ment on  peut  déterminer  deux  inconnues  au  moyen  de  deux 
équations , trois  inconnues  au  moyen  de  trois  équatiôns , et  ainsi 
de  suite  ; ensorte  qu’il  faut  toujours  autant  d’équations  qu’il 
y a d’inconnues  à déterminer , du  moins  quand  la  question 
elle-meme  est  déterminée. 

Lors  donc  que  la  question  ne  fournit  pas  autant  d’équations 
quon  est  obligé  ^d’admettre  d’inconnues,  il  y en  a qui  restent 
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indéterminée* , et  qui  dépendent  de  notre  volonté  ; et  cela  fait 
qu’on  nomme  ces  sortes  de  questions  des  problèmes  indéter- 
minés. Ils  font  le  sujet  d’une  branche  particulière  de  l’Analyse , 
et  on^ appelle  cette  partie  V Analyse  indéterminée. 

a.  Comme  dans  ces  cas  on  peut  prendre  pour  une  ^ ou  pour 
plusieurs  inconnues , tels  nombres  qu’on  veut , ils  admettent 
aussi  plusieurs  solutions. 

Cependant,  comme  d’un  autre  côté  on  ajoute  ordinaire- 
ment la  condition  que  les  nombres  cherchés  doivent  être 
entiers  et  même  positifs,  ou  du  moins  rationnels  , le  nombre 
de  toutes  les  solutions  possibles  de  ces  questions  se  trouva 
fort  borné  par  là  ; desorte  que  souvent  vi  n’y  en  a que  très- 
peu  de  possibles  ; que  d’autres  fois  il  y en  a une  infinité, 
mais  qui  ne  se  présentent  pas  à l’esprit  facilement  ; que  quel- 
quefois enfin  il  n’y  en  a aucune  de  possible.  On  peut  donc 
pressentir  que  cette  partie  de  l’Analyse  demande  souvent 
des  artifices  tout-à-fait  particuliers , et  qu’elle  sert  beaucoup 
à aiguiser  l’esprit  des  commençans , et  à leur  donner  de  l’adresse 
dans  le  calcul. 

3.  Nous  commencerons  par  une  des  questions  les  plus  fa- 
ciles , en  cherchant  deux  nombres  dont  la  somme  fasse  lO.  II 
•era  superflu  d’ajouter  que  ces  nombres  doivent  être  entier» 
et  positifs. 

Indiquons-les  par  x et  , ensorte  qu’il  faut  que 

x-^-y  = io,  d’oà  arr=io — y, 

où  y n’est  déterminé  qu’en  tant  que  cette  lettre  signifie  un 
nombre  entier  et  positif.  On  pourrait  parconséqnent  lui  sub- 
stituer tous  les  nombres  entiers  depui.s  i jusqu’à  l’infini  ; mai» 
remarquons  que  x doit  pareillement  être  un  nombre  positif, 
et  il  suit  de  là  que  j ne  peut  être  pins  grand  qbe  lO  , puisqu’au- 
trement  x deviendrait  négatif , et  si  on  rèjette  auSsi  la  valeur 
o:  = o,  on  ne  peut  meme  faire  y plus  grand  qu^,  g.  Ainsi 
ce  ne  sont  que  les  solutions  suivantes  qui  ont 
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y~^ } 3,  4>  5,  6,  7,  8,  g, 

^ = 9.  8,  7,  6,  5,  4,  3,  2,  1, 

Or  les  quatre  dernières  de  ces  neuf  solutions  étant  les  même* 
que  les  quatre  premières,  il  est  clair  que  la  question  n'admet 
au  fond  que  cinq  solutions  différentes. 

Que  si  l’on  demandait  trois  nombres  dont  la  somme  fut  lo, 
on  n'aurait  qu’à  partager  en  deux  parties  l’un  des  nombre* 
que  nous  venons  de  trouver , et  on  obtiendrait  de  cette  ma- 
nière un  plus  grand  nombre  de  solutions. 

4-  Comme  nous  n^appercevons  là  aucune  difliculté,  bous 
passerons  à des  questions  un  peu  moiqs  faciles. 

Question  premièrb.  Il  s agit  de  partager  n5  en  deux  partie’s, 
<3ont  1 une  soit  divisible  pat  2 , et  dont  l’autre  soit  divisible 
par  3. 

Soit  l’une  des  parties  cherchées  — ax,  et  l’autre  =3y,  il 
faudra  que 

zx-i-3y  = a5, 

et  parconséqnent  que 

2x=  25  — Sy. 

Si  l’on  divise  par  2,  on  a 

b5  ■— 3v 

X = — ^ • 

2 » 

d où  nous  concluons  en  premier  lieu  que  Zy  doit  être  moindre 
que  25,  et  parconséqnent  ^ plus  petit  que  8.  Qu’on  tire  de 
cette  valeur  de  x autant  d’entiers  qu’il  est  possible,  c’est-à- 
dire  qu’on  divise  par  le  dénominateur  2 , on  aura 

a;  = 12  — V -I-  -î *2!  ; 

•^  2 

4 où  il  suif  que  i — , ou  bien  y — i , doit  être  divisible 

a 


Si 
on  a 
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par  3.  Ainsi  nous  ferons 


«t  nous  aurons 
desorte  que 


_y— 1=32, 

^ = 32  -f.  1 , 

X = 13  — 32  — 1 2=11 3z. 


Or  puisque  y ne  saurait  être  plus  grand  que  8 , l’on  ne  peut 
non  plus  prendre  pour  z des  nombres  qui  rendraient  32  + i 
plus  grands  que  8.  Parconséquent  il  faut  que  z soit  plus  petit 
que  4i  c’est-à-dire  que  z ne  peut  être  pris  plus  grand  que  5, 
et  de  là  résultent  les  solutions  qui  suivent  : 


.Si  on  fait 

z—  ô 

2=1 

2 = 3 

II 

? 

on  a 

y—  1 

_y  = 3 

jy  = 5 

,y  = 7. 

et 

X = Il 

X = 8 

X = 5 

x=  3. 

Donc  les  deux  parties  de  35  qu’on  cherchait , sont  : 

i°.33-j-3,  3®.  iS-f-g,  3®;  io-f-i5,  4°'4+2>i.‘ 

5.  Question  seconde.  Partager  loo  en  deux  parties  ' telles 
que  l’une  soit  divisible  par  7,  et  l’autre  par  ii. 

Soit  donc  la  première  partie  , et  1 1^  la  seconde  , il 
faudra  que 

7X  -J-  ny  — 100  ; 


et  parconséquent  que 


ou  que 


ipo  — » iiy q8  -}-  3 — 77  — 4y 

— 7.-^7 


x = i4 — ^4" 


donc  a faut  que  n—  /^y  , ou  4y  2 , soit  divisible  par  7.* 
Or  si  l’on  peut  diviser  4y  s par  7,  ou  pourra  aussi  diviser 
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d’algèbre; 

par  7 sa  moitié  2^  — • i ; qu’on  fasse  donc 

ay  — I = 7a , ou  2^  = 7a  + * » 
X = 14 — y — 2a. 


on  aura 
Mais  puisque 


en  aura  y = 3z 

et  il  faudra  faire 


2j'  = 7a-j-i=Ga4-a+i, 
a + 1 


a + 1 = 2U , ou  a = 2u  — I ; 
cette  supposition  donne 

^ = 3a  -f-  U, 

et  parconséquent  on  peut  prendre  pour  u tout  nombre  entier 
qui  ne  rend  pas  x ou  ^ négatifs.  Or  comme 

y = yu  — 3 et  x = i9  — im; 

la  première  de  ces  formules  indique  que  yu  doit  surpasser  3 ; 
et  suivant  la  seconde,  nu  doit  être  moindre  que  19  , ou  u 
moindre  que  -j-f  ; ainsi  u ne  peut  pas  même  être  = a ; et 
puisqu’il  est  impossible  que  ce  nombre  soit  o , il  faut  néces- 
sairement que  u = 1 : c’est  la  seule  valeur  que  cette  lettre 
puisse  avoir.  Il  résulte  de  là  que 

x = 8,  ety=z4. 


et  que  les  deux  parties  de  100  qu’on  cherchait,  sont,  i*.  56^ 
et  2°.  44- 

Question  troisième.  Partager  100  en  deux  parties  , telle», 
qu’en  divisant  la  première  par  5 , il  reste  2 , et  qu’en  divisant 
la  seconde  par  7,  il  reste  4- 

Puisque  la  première  partie,  divisée  par  5 , laisse  le  résidu  2^ 
BOUS  supposerons  qu’elle  soit  = 5x  a , et  par  une  raisoa 
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semblable,  nous  ferons  la  seconde  partie,  Noue 

avons  parconséquent 

5-*^  + Zy + ® ■=  5x  = g4  — 7y  = 90+4— 2J'; 


d’où  nous  tirons 


X—  i8— J' 


27  — 4 

5 • 


Il  suit  de  là  que  4 — 2_y  , ou  ay  — 4 j ou  1®  tnoitié 
y — 2,  doit  être  divisible  par  5.  Faisons,  par  cette  considé- 
ration , 

^ — 2 = 5z,  ony  = 5z-\-a, 

nous  aurons 

X = 1 6 — 7s  ; 

d’où  nous  concluons  que  72  doit  être  plus  petit  que  16,  et  3 
plus  petit  que  ^ , c’est-à-dire  que  z ne  peut  surpasser  2. 
La  question  proposée  admet  parconséquent  trois  solutions  : 

1°.  3 = 0 dorme  x=i6  et_y  = 2,  d’où  résultent  les  deux 
parties  de  100  qu’on  cherchait,  8a-f-t8. 

2°.  3 = 1 donne  x = g et  yr=y,  et  les  deux  parties  en 
question  sont  47  + 53. 

3°.  3 = 2 donne  x = 2 , et_y  = 12  , et  on  a les  deux  par- 
ties 12  -f-  88. 

7.  Question  quatrième.  Deux  paysannes  ont  ensemble 
100  œufs;  l’une  dit  à l’antre  ; Quand  je  compte  mes  œufs 
par  huitaines , U y a un  surplus  de  7.  La  seconde  répond  : 
Si  je  compte  les  miens  par  dizaines , je  trouve  le  même  sur- 
plus de  7.  On  demande  combien  chacune  avait  d’œufs? 

Comme  le  nolnhm  des  œufs  de  la  première  paysanne,  divisé 
par  8 , laisse  le  résidu  7 , et  que  le  nombre  des  œufs  de  la  se- 
conde , divisé  par  i o , donne  le  même  résidu  7 , on  exprimera 
le  premier  nombre  par  8x-f^7,  et  le  second  par'ioy-f-yi 
de  cette  façon. 

8x -f- iqy-f- 14=  100,  ou  8x  = 86— iqy, 

ou4x  = i0  — ^ = 4o-i-3—"4y — = 


\ 


' bv 
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Parconséquent  si  l'on  fait 

y — 3 = 4z  , desorte  que  y = 4s  + 3 , 

on  aura 

x=  10 — 4^  — 3 — 1 = 7 — 5a; 

d’où  il  suit  que  5s  doit  être  plus  petit  que  7 , et  a plus  petit 
que  a , c’est-à-dire  qu’on  n’aura  que  les  deux  solutions  sui- 
vantes ; 

1».  z-=o  donne  x = 7,  et  y = 3;  ainsi  la  première  pay- 
sanne avait  63  œufs , et  la  seconde  en  avait  Zj. 

a®.  1=1  donne  x = a , et  y = 7;  donc  la  première  pay- 
sanne avait  a3  œufs,  et  la  seconde  en  avait  77. 

8.  Question  cinquième.  Une  troupe  d’hommes  et  de  femme» 
a dépensé  dan»  une  auberge  1000  sous.  Les  hommes  ont  payé 
19  sous  chacun,  et  les  femmes  i3.  Combien  y avait-il  d’homme» 
et  de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  de»  hommes  = x , et  celui  des  femmes  =y> 
on  aura  l’équation 

igx  4-  i^=  icoo. 


Donc 


et 


i^y  r=  1000  — igx  = 988  -f-  la  — i3x- 

la  — 6x 


Sx, 


y = 76  — X 


i3 


d’où  il  suit  que  la — 6x,  ou  6x — la,  ou  aussi  x — a,  la 
sixième  partie  de  ce  nombre,  doit  être  divisible  par  i3.  Qu’on 
fasse  donc 

X — a = i3i , 

on  aura  ‘ 

x=i3i-f-a,d’ou  7=76  — i3z — a— 61,  ouy=74— 191^ 
ce  qui  fait  voir  que  1 doit  être  moindre  que  et  parcon- 
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séquent  moindre  que  4 i dçsorte  que  les  quatre  solutions  sui- 
vantes peuvent  avoir  lieu.  4 

r®.  2=0  donne  x = 2 et_y  = 74.  Dans  ce  cas,  il  y avait 
a hommes  et  74 femmes',  ceux-là  ont  payé  38  sous,  et  celles-ci 
qSa  sous. 

a®.  2=1  donne  le  nombre  des  hommes  x=i5,  et  celui 
des  femmes _y=  55;  ceux-là  ont  dépensé  a85  sous,  et  celles-ci 
715  sous. 

3®.  2 = 2 donne  le  nombre  des  hommes  x = a8 , et  celui 
des  femmes  )»'=  36  ; donc  ceux-là  ont  dépensé  53a  sous,  et 
celles-ci  468  sous. 

4®.  2=3  donne  x = 4i  et_y=i7;  ainsi  les  hommes  ont 
dépensé  779  sous,  et  les  femmes  ont  dépensé  221  sous. 

g.  Question  sixième.  Un  fermier  achète  à-la-fois  des  che- 
vaux et  des  bœufs  pour  la  somme  de  1 770  écus  ; il  paye  3 1 écus 
pour  chaque  cheval,  et  21  écus  pour  chaque  bœuf.  Combien 
a-t-il  acheté  de  chevaux  et  de  bœufs  ? 

Soit  le  nombre  des  chevaux  = x , et  celui  des  bœufs  =y  ; 
il  faudra  que 

3ix  + 2ij=i77o, 

ou  que 

• 2iy'=  1770  — 3ix=  17G4  + 6 — 21X— lox. 


c’est-à-dire  que 


y = 84  — X 


6—  lox 
21 


Donc  il  faut  qu’on  puisse  diviser  1 ox  6 , et  aussi  la  moitié 
5x  — 3,  par  21.  Qu’on  suppose  donc 

5x  — 3 = 212,  ' 

on  aura 

5x  = 212 -f-  3,  yx=84—x — 22. 

Or,  puisque 
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X = 


21Z  -f-  3 


:4Z' 


i +3 


5 5 ’ 

il  faudra  faire  encore  ■ , 

a + 3 = 5u; 

cette  supposition  donne 

C=5u-3,  X=21U-12,  et  ^=84-21u+12-iou+6=io2-3iu, 

et  il  suit  de  là  que  u doit  être  plus  grand  que  o,  et  cependant 
plus  petit  que  4i  ce  qui  fournit  les  trois  solutions  qui  suivent: 

1°.  u=i  donne  le  nombre  des  chevaux  x = _q,  et  celui 
des  bœufs  J- =71  ; donc  les  premiers  ont  coûté  279  écus,  et 
les  derniers  1491  écus;  en  tout  1770  écus. 

2®.  u = 2 donne  j?  = 3o  etj/=4°j  ainsi  les  chevaux  ont 
coûté  930  écus,  et  les  bœufs  ont  coûté  840  écus,  ce  qui 
fait  ensemble  1770  écus. 

3°.  u=3  donne  le  nombre  des  chevaux  x=5i , et  celui 
des  bœufs  ^ = 9;  ceux-là  ont  coûté  i58i  écus,  et  ceux-ci 
189  écus;  cela  fait  ensemble  1770  écus. 

10.  Les  questions  que  nous  avons  considérées  jusqu’à  pré- 
sent, conduisent  toutes  à une  équation  de  la  forme 


ax 


-\-by  = i 


ou  a,  i et  c signiGent  des  nombres  entiers  et  positifs,  et  où 
l’on  demande  pour  x et  _y  pareillement  des  nombres  entiers 
positifs.  Or  si  b est  négatif,  et  que  l’équation  ait  la  forme 


ax=  by  -f-  c, 


on  a des  questions  d’une  toute  autre  espèce,  et  qui  ad- 
mettent une  inGnité  de  solutions  : nous  allons  en  traiter  aussi, 
avant  que  de  Gnir  ce  chapitre. 

Les  plus  simples  de  ces  questions  sont  de  la  nature  de  celle- 


E* 


' I 


il 


: 1 
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ci  : on  cherche  deux  nombres  dont  la  différence  soit  6.  Si 
l’on  fait  ici  le  plus  petit  nombre  et  le  plus  grand 
il  faudra  que 

y — x=  6 , et  que  y = 6 -f- x. 

Or  rien  n’empêche  maintenant  de  substituer  au  lieu  de  x tou» 
les  nombres  entiers  possibles,  et  quelque  nombre  que  l’on 
adopte, le  surpassera  toujours  de  6.  Qu’on  fasse,  par  exemple, 
a;  = 1 oo , on  aura  _y  = i o6  ■,  il  est  donc  clair  qu’une  infinité 
de  solutions  peuvent  avoir  lieu. 

11.  Viennent  ensuite  les  questions  où  c = o,  c’est-à-dir» 
où  flr  doit  équivaloir  à fy.  Qu’on  cherche , par  exemple  , 
un  nombre  qui  soit  divisible  tant  par  5 que  par  7 ; si  on 
écrit  A'  pour  ce  nombre,  on  aura  d’abord  N — bx,  puis- 
qu’il faut  pouvoir  divi.ser  N par  5 ; ensuite  on  aura  aussi 
A’^=7_y,  parceque  le  même  nombre  doit  éUe  divisible  par  7 ; 
on  aura  parconsequent 

bx=jy  et  X — 

Or  comme  7 ne  peut  se  diviser  par  5,  il  faut  que  y soit 
divisible  par  5 ; qu’on  fasse  donc  = 5s , on  aura  a:  = 7s  ; 
desorte  que  le  nombre  cherché  A^  = 35s;  et  comme  on  peut 
prendre  pour  s un  nombre  entier  quelconque  , on  voit  qu’on 
peut  assigner  pour  N un  nombre  infini  de  valeurs;  telles  sont  : 

35,  70,  to5,  i4o,  175,  igo,  etc. 

Si  on  voulait , outre  la  condition  supposée  , que  le  nombre  AT 
fût  aussi  divisible  par  g,  on  aurait  d’abord  A^  = 35s , et  ou 
aurait  de  plus  A^=gu.  De  cette  manière, 

3oz  = ÿu,  et  u = -^; 

et  il  est  clair  qu’il  faut  que  a soit  divisible  par  g.  Soit  donc 
a = gt-,  oa  aurau=;35î,  et  le  nombre  cherché  AT =3i5(r 
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la.  La  didiculté  est  plus  grande  lorsque  c n'est  pas  o ; 
par  exemple,  lorsqu’il  faut  que  équation  à 

laquelle  on  parvient  en  cherchant  un  nombre  N tel  qu’on 
puisse  le  diviser  par  5 , et  que  si  on  le  divise  par  7 on  ob- 
tienne le  résidu  3;  car  il/ faut  alors  que  N = Sx,  et  aussi 
que  iV=  7_y -f- 3 , d’où  résulte  l’équation 

5x  = 7^  + 3, 

et  parconséquent 

7y +3_5jr  + 3y  + 3__,  , ay -f- 3 

5 - 5 + . 

Qu'on  fasse  sy~i~5=:5z,  on  aura  x =_y  a ; or  à cause  do 
ay  + 3 = 5z , ou  de  ay  — 5z  — 3 , 

on  a 

5s  — '3  Z — 3 

“'a  •'  a 

Qu’on  suppose  donc  encore  ^ 

Z — 3 = au , 

on  aura 

x=au-f-3,  jr=r5u  + 6 et  a==^ -f- z = yu -f- g. 

Donc  le  nombre  cherché  iV=35u-f-45,  où  on  peut  substi- 
tuer au  lieu  de  u non-seulement  tous  les  nombres  entiers  po- 
sitifs, mais  aussi  des  nombres  négatifs;  car,  comme  il  «ulfit 
que  N devienne  positif , on  peut  faire  u = — 1 , ce  qui  rend 
=10.  On  obtient  les  autres  valeurs,  en  ajoutant  conti- 
nuellement 35 , c'est-à-dire  que  les  nombres  cherchés  sont  : 

10,  45,  80,  u5,  i5o,  i85,  220,  etc. 

i3.  Les  solutions  de  ces  sortes  de  questions  dépendent  du 
rapport  des  deux  nombres  par  lesquels  il  s'agit  de  diviser  > 
c est-à-diré  qu'elles  devieaneut  plus  ou  moins  longues,  sui- 


Tant  la  nature  de  ces  diviseurs.  La  questidn  suivante,  par 
exemple,  admet  une  solution  très-courte  : On  cherche  un 
nombre  qui , divisé  par  6 , laisse  le  réâdu  a , et  qui , divisé 
par  i3,  donne  3 de  résidu. 

Soit  N ce  nombre  ; il  faut  i*.  que  N=  6x  + a,  et  a*,  que 
A'  = 4-  3 ; parconséquent 

6x-J-a=ii^4-3,  6x=i3^-|-i  et 

Qu’on  fasse  _y  + I = 62 , on  aura 

• ^ = 6z  — 1 et  x=  ajr -|- 2=  iSa  — a; 

d’où  il  suit  que  le  noi^re  cherché 


N — 782—  10. 


Donc  la  question  admet  les  valeurs  suivantes:  68,  146, 
aa4,  3oa , 38o,  etc.  qui  forment  une  progression  arithmé- 
tique , dont  la  différence  est  78=6.13.  Il  suffit,  parcon- 
séquent, de  connaître  une  seule  de  ces  valeurs  pour  trouver 
facilement  toutes  les  autres. 


i4-  La  question  suivante  fournit  un  exemple  d’une  solution 
plus  longue  et  plus  pénible. 

Question  huitième.  Trouver  un  nombre  N qui,  étant  di- 
visé par  3q  , donne  le  résidu  16,  et  tel  aussi  que  si  on  le 
divise  par  56,  on  trouve  le  résidu  37. 

Il  faut  en  premier  lieu  que  16,  et  en -second 

lieu  que  N = 56q  -f-  37  ; ainsi 


39P  4"  "f*  ®7>  3gp  = 56q -4- 1 1 , 


et 


56a-|-n 


*79+»*  _ 

39  ' ~ 


9+r, 


en  exprimant  par  r la  fraction 


i7q-f-n 


. Ainsi 


1 


5 1 


d’algèbre. 


i3 


. ’ 3ar — Il  , 5r— Il  , 

39r  = i7(7+iï  et  — =2rH — =ar+i. 


de  façon  que 


5r— Il 


d’où  provient 
r = 

de  manière  que 
d’où  l’on  tire 
en  faisant 


»7 


ou 


17s  = 5r — 11 


,=21i+i2=3,+2î:±i;  = 3.+  t; 


V.- 


OS+ll  r.  , 

t= — J — , OU  5<  = as-i-n, 
b 


'■iS. 


5f— n . , t — 11  . , 

j= = afH = af + u, 


t*— 11  ■ , 

U •= et  f = au  -f-  1 1 . 


Or  n’y  ayant  maintenant  plus  de  fractions , on  peut  prendre  u 
à volonté,  et  on  n’aura  plus  qu’à  passer,  en  rétrogradant, 
par  les  déterminations  suivantes  : 


/ = au  -f-  , 

s ~ Ht  U — 5u  + aa  , 

r = 3s  + f = 17U  + 77 , 

q = ar  s = 3gu  -f-  176  , 

P = q -i-  r = 56u  + a53 , 


et  enfin  N=5ç).  56u  + ,q883.  On  trouvera  la  plus  petite  va- 
leur possible  de  A’,  en  faisant  u= — 4">  dans  cette  suppo- 
sition on  a N=ii47-  Que  si  l’on  fait  u = x— •4.  trouva 


JV  = ai84x  — 8736  -f-9883,  ou  A = ai84x  -f-  n47‘ 

Ces  nombres  forment  parconséquent  une  progression  arith- 


. s 


V V 


^ ' . 


i 

i&'l 


f 


/ 


i/i  ÉLÉMENS 

métique,  dont  le  premier  terme  est  ii47  > diffé» 

rence  est  3184*,  en  voici  quelques  termes  : 

’ 1147,  333 1 , 55i5,  7699,  9883,  etc. 


] 5.  Ajoutons  encore  quelques  autres  questions  sur  lesquelles 
on  puisse  s’exercer. 

Question  neuvième.  Une  compagnie  d’hommes  et  de  femmes 
se  trouvent  à un  pique-nique  ; chaque  homme  dépense  a5  liv. 
et  chaque  femme  dépense  16  liv. , et  il  se  trouve  que  toutes 
les  femmes  ensemble  ont  payé  1 liv.  de  plus  que  les  hommes. 
Combien  y avait-il  d’hommes  et  de  femmes? 

Soit  le  nombre  des  femmes  ~p,  celui  des  hommes  =q; 
les  femmes  auront  dépensé  iSp , et  les  hommes  uSq;  ainsi 


et 


iSp  = a5q+  1 , 
s5fl-fi  , 90+1  , 

P = -l6-  = ’+'^=«+"' 


Nous  venons  de  faire  r = ainsi 

ib 

_ iGr — 1 , yr — 1 , 

9q=i6r— 1 et  q=  — + 

Puis  donc  que 

yr — 1 

s=^— , ou  9s  = 7r— 1, 

nous  avons 

r = 2f±i=.+îf±i  = , + <. 

• ...  7 7 • 

c est-a-dire  que 

^ . 2j4-i  ^ , 

t = ou  7t  = «4-«; 

7 


amsi 


a a 


t — 1 . 

y—: ou  ausst  — 1, 

a 


t 
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en  faisant 


desorte  que 


d'algèbre. 


i5 

t = au  i. 

Nous  aurons  parconséquent  en  rétrogradant  : 

t = au  + 1 > 

s = + U = 7«  + 3 , 

J r=s+^=9“+4j 

q — r -j-  s = iSu  + 7 , 

P = q + r = aSu  + n ; 

ainsi  le  nombre  des  femmes  était  aSu  + 1 1 , et  celui  des 
hommes  était  i Su  + 7 -,  et  on  peut  substituer  dans  ces  for- 
mules , au  lieu  de  u , tels  nombres  entiers  qu’on  veut.  Les 
résultats  les  plus  petits  sont  parconséquent  ceux  qui  suivent  : 


Nombre 


des  femmes 
des  hommes 


1 1 , 3S  , 61 , 86  , 111,  etc. 
7,  a3,  3g,  55,  71 , etc. 


Suivant  la  première  solution , on  celle  qui  renferme  les  plus 
petits  nombres  , les  femmes  ont  dépensé  176  liv.  et  les  hommes 
175  livres,  c’est-à-dire  une  livre  de  moins  que  les  femmes. 

16.  Queftion  dixième.  Quelqu’un  achète  des  chevaux  et  des 
bœufs  ; il  paye  3i  écus  par  cheval,  et  ao  écus  pour  chaque 
bœuf,  et  il  se  trouve  que  les  bœufs  lui  ont  coûté  sept  écus 
de  plus  que  ne  lui  ont  coûté  les  chevaux  : combien  cet  homme 
a-t-il  acheté  de  bœufs  et  de  chevaux  ? 

Supposons  que  p .'oit  le  nombre  des  bœufs  et  q celui  des 
chevaux,  il  faudra  que 


«t 


aop  = 3i  q + 7, 

3io  -*-7  I 7 

P-—T. — = ?+  =q+r-. 


ao  ■ ■ ao 
de  cette  marière  nous  avons 


flor 


=u,+7,  « ,=2£!:=2=,+s:=2=,+,; 
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iB 

ainsi 

iij=9r— 7, 
c’est-à-dire  que 
3t  = as  + 7, 


« ,=lü+Z=,  + îl+Z=->  + ., 

9 9 


et  s = — -=4^+  î-^  = 4^-f-u, 

2 3 


moyennant  quoi 

au  — t — 7,  et  t =22  ■4-7- 

Parconséquent 

i = 4<  + u=  gu-f28, 

r = J -f-  t = nu  -t~35, 

ç=z  r -f- s —20U  -j-  63,  nombre  des  chevaux 

p—  q +r  =3iu  +98,  nombre  des  bœufs. 


Donc  les  plus  petites  valeurs  positives  de  p et  de  q se  trouvent 
en  faisant  u — — 3;  celles  qui  sont  plus  grandes  se  suivent  en 
progression  arithmétique  de  la  manière  qu’on  va  voir  : 


Nombre  desi  5^35^  67,98,  129,  160,  191,  222,  253,  etc. 
bœufs , J 

Nombre  3^  ^3^  53^  33^  ,^3.  123,  i43,  i63,  etc. 

chevaux,  J . ■ 

17.  Si  on  considère  comment,  dans  cet  exemple , les  lettres 
P et  q se  déterminent  par  les  lettres  suivantes  , on  remarquera 
facilement  que  cette  détermination  dépend  du  rapport  des 
nombres  3 1 et  20,  et  en  particulier  du  rapport  qu’on  découvre 
en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux 
nombres.  En  effet , si  on  fait  cette  opération 
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»7 


3l  f 20 

il 


“ /_â 
al  1 


9 

1 


il  est  cl^r  que  les  quotiens  qu’on  obtient  se  retrouvent  dans 
la  détermination  successive  des  lettres/» , q ,r,  s,  etc.,  et  qu’ils. 
6ont  liés  avec  la  première  lettre  à droite , pendant  que  la 
dernière  reste  toujours  isolée  ; on  voit  de  plus  que  ce  n’est  que 
dans  la  cinquième  et  dernière  équation  que  se  présente  le 
nombre  7,  et  qu’il  est  affecté  du  signe  +,  parceque  le  rang 
de  cette  équation  est  impair;  car  si  ce  nombre  avait  été  pair, 
on  aurait  trouvé  — 7.  Ce  que  nous  disons  deviendra  encore 
plus  clair  dans  la  table  suivante,  dans  laquelle  on  verra  d’abord 
la  décomposition  des  nombres  3i  et  20,  et  puis  la  détermi- 
aation  des  lettres  p,  q ,r , etc. 


3i  = 1 .20  + n 
20  t=  1 . n + 9 
11=1.9+  2 
9=4.  2+  1 
2 = 2,  1 + O 


p=i.q  -\-r 
q — i.r  + s 
r = 1 .s  + f 
s = 4-t  + w 
t = 2.U  + 7. 


' 18.  On  peut  représenter  de  la  même  manière  l’exemple 
précédent  de  l’article  i4< 


Si 
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p=zi.q  + r 
q ■==.  a.r  +5 
T ~Z.s  + t 
i = 2.t  -{-U 

t = a.u  -{-  11. 

ig.  Nous  sommes  donc  en  état  de  résoudre  de  la  même 
manière  toutes  les  questions  -de  cette  espèce. 

En  effet,  soit  donnée  l’équation 

èp  = aq  + n, 

oà  a,  h et  nsigniCent  des  nombres  connus.  Une  s’agira  ici  que 
de  procéder  comme  si  on  cherchait  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  a et  & , on  pouira  aussitôt  déterminer  p 
•t  q par  les  lettres  suivantes , comme  on  va  voir  : 

Aq  + r 
Br  s w 
Cs  + t t 
Dt  — f-  U r 
Eu  + V I 
Fv  ±n.J  , 

On  fera  seulement  attention  encore , que  dans  la  dernière 
équatiorx  il  faut  donner  à n le  signe  + , quand  le  nombre  des 
équations  est  impair  ; et  qu’au  contraire  il  faut  prendre  — n , 
lorsque  ce  nombre  est  pair.  Voilà  donc  comment  on  peut  ré- 
soudre avec  assez  de  promptitude  les  questions  dont  nous  nous 
occupons  dans  ce  chapitre  : nous  en  donnerons  quelques 
exemples. 

ao.  Question  onzième.  On  cherche  un  nombre  qui , étant 
divisé  par  11 , donne  le  résidu  3 , et  qui  étant  divisé  par  19  , 
donne  le  résidu  5.  ; . 

Soit  N ce  nombre  cherché  : il  faudra  d’abord  que  iV=  1 ip 
«+■3,  et  en  second  lieu  que  n — igq  + 5.  Donc 

iip^  igq  + a. 


5G=  1.3g  -f  17 
3g  = 8.17+  5 
17  = 3.  5 -f-  a 
5 = a.  a + 1 
2 = 3.  1 4*  O 
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équation  qui  fournit  la  table  suivante  : 


I 


19  = i . n -j-  8 

n = 1 . 8 3 

8 = 3.  3 + 3 
3=1.  3+1 

3 = 3.  1+0 


P—  9 + r 
q = r +s 
r=af+t 
s = t + w 

t = 3U  + 3 , 


».9 


où  l'on  peut  donner  à u telle  valèur  qu’on  veut,  et  déter- 
miner par  là  successivement,  en  rétrogradant,  les  lettres  pré- 
osdentes.  On  aura 

P 

I = 3«  3 

S ■=  t U = 3u+  s 
r — as  -f-s  ~ 8u+  S 
q=  r+s  = iiu+  8 
P=  Ç + r z=  igu  + i4; 


de  là  résulte  le  nombre  cherché  N=  209  u + 157;  donc  le 
plus  petit  nombre  qui  puisse  exprimer  N , ou  satisfaire  à la 
question  , est  167. 

31.  Question  douzième.  Trouver  un  nombre  tel  qu’en  le 
divisant  par  11  , il  reste  3,  et  qu’en  le  divisant  par  19, 

il  reste  5 ; et  de  plus,  que  si  on  divise  ce  nombre  par  29  , 

on  obtienne  le  résidu  lo. 

La  dernière  condition  exige  que  N=  agp  + 10;  et  comme 
on  a déjà  fait  le  calcul  pour  les  deux  autres,  il  faut,  en  con- 
séquence de  ce  qu’on  a trouvé,  que  = 209 ii  + 1 67. 

Ainsi 


29;>4- 10=209?+ ‘57,  ou  29^  = 2097+ 147, 
d’où  résulte  le  type  qui  suit  : 

309  = 7.29  + 6 J (p  = yq+r, 

6=1.  5 + 1 ( 

5=s  5.  1-+0  ) 


by  Google 
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£t  si  nous  rerenons  maintenant  sur  nos  pas  , nous  aurons 

f = 5t  — 147  . 

r=  5 4-t=  6t — 147» 
q=4r  + s=  agt—  735  , 
p = jq-\-r—  aogt — Saga. 

Donc 

= 6o6i(  — 153458. 

Le  pins  petit  nombre  se  trouve  en  faisant  t = aS , et  cette 
supposition  donne  A^=4*38. 

aa.  Une  remarque  cependant  qu’il  faut  faire  , c’est  que 
pour  qu’une  telle  équation  bp  — aq-\-n  soit  résoluble , il 
faut  que  les  deux  nombres  a et  b n’aient  d’autre  commua 
diviseur  que  1 ; car  sans  cela  la  question  serait  impossible , 
à moins  que  le  nombre  n n’eût  le  même  commun  diviseur. 

Si  l’on  demandait , par  exemple  , que 
9P  = i5q  + a; 

eomme  9 et  1 5 ont  le  commun  diviseur  3 , lequel  n’est  pas 
tin  diviseur  de  a , il  est  impossible  de  résoudre  la  question  , 
parceque  gp  — 1 5q  pouvant  toujours  être  divisé  par  3 , ne 
peut  en  aucun  cas  devenir  = a.  Mais  si  dans  cet  exemple  n 
était  = 3 , ou  n = S , etc. , la  question  serait  possible  : il  suf- 
lirait  de  diviser  auparant  par  3 ; car  on  aurait  3p  = 5q  -f- 1 , 
équation  qui  serait  facilement  résoluble  par  la  règle  donnée 
ci-dessus.  On  voit  donc  clairement  que  les  nombres  a et  i 
ne  doivent  avoir  d’autre  commun  diviseur  que  l’unité,  et  que 
que  notre  règle  ne  peut  avoir  lieu  dans  d’autres  cas. 

a3.  Pour  le  prouver  encore  plus  évidemment,  nous  trai- 
terons l’équation 

' ‘ , 9P=:  ï5q  + a , 

suivant  la  vsie  ordinaire.  Nous  trouvona, 


d’àlgêbre. 


Zl 


desorte  que 


ainsi 


9 6 

de  façon  que 


gr  = Gq  + a,  ou  6q=gr  — a; 

__9»’  — 3 ,3r— a 

^ -r-i ^ = r + s; 


Parconséquent 


3r  — a = 6j,  ou3r  = 6s  + s. 

6i  + a , « 

»■  = — g — = aj  + î; 


•r  il  est  bien  clair  que  le  second  membre  ne  peut  Jamais  de* 
Tenir  un  nombre  entier,  puisque  s est  nécessairement  un  tel 
nombre.  Cela  sert  à confirmer  que  ces  sortes  de  questions 
«ont  impossibles. 
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CHAPITRE  II. 

De  la  règle  qu'on  nomme  régula  cœci,  qui  sert  à 
déterminer  par  deux  équations , trois  ou  un 
plus  grand  nombre  d'inconnues, 

a4-  lofons  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent,  comment 
on  peut  déterminer  au  moyen  d’une  seule  équation  deux 
quantités  inconnues,  au  point  de  les  exprimer  en  nombres 
entiers  et  positifs. 

Si  donc  on  avait  deux  équations,  il  faudrait,  pour  que  la 
question  fut  indéterminée  , que  ces  équations  renfermassent 
plus  de  deux  inconnues.  Or  il  se  présente  de  ces  questions 
dans  les  livres  d' Arithmétique  ; on  les  résout  par  la  règle  dite 
régula  cœci  : nous  ferons  voir  les  fondemens  de  cette  règle. 

fl5.  Nous  commencerons  par  un  exemple. 

Question  première.  Trente  personnes,  hommes , femmes  et 
enfans  dépensent  5o  écus  dans  une  auberge  ; l’écot  d'un 
homme  est  3 écus,  celui  d’une  femme  e.^t  3 ecus,  et  celui 
d’un  enfant  est  un  écu  ; combien  y avait-il  de  personnes  de 
chaque  çlasse  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  = p , celui  des  femmes  = q , 
et  celui  des  enfans  =r,  nous  aurons  Tes  deux  équations 
suivantes  : 

1°.  P -f-q -f-r  = 3o;  s®.  3p -f- aq r = 5o. 

Et  il  s’agit  d’en  tirer  les  trois  lettres  p,  q et  r en  nombres 
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entiers  et  positifs.  La  première  équation  donne 

r=  3o  — P — q, 

d’où  nous  concluons  d’abord  que  p-i-q  doit  être  moindre 
que  3o  ; et  substituant  cette  valeur  de  r dans  la  seconde  équa-  ^ 
tion,  nous  avons 

ap  -j-  q -j-3o  = 5o  , 

desorte  que 

q = ao  — ap  et  p -\-q  ■=  ao  — p ", 

ce  qui  est  évidemment  aussi  moindre  que  3o.  Or  comme  on 
peut,  en  vertu  de  cette  équation,  prendre  pour  p tons  les 
nombres  qui  ne  passent  pas  lo,  on  aura  les  onze  solution» 
suivantes  : 


Nombre  des  1 
hommes,  J ^ 
Nombre  des  t 
femmes , J ^ 
Nombre  des  l 
enfans , J 


O,  1,  3,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,10, 
20,  i8,  i6,  i4, 13, 10,  8,  G,  4i  3,  O, 
lo,  1 1,  12,  i3,  i4,  i5,  i6, 17, 18, 19, 20; 


et  si  on  omet  la  première  et  la  dernière , il  en  restera  neuf. 

26.  Question  seconde.  Quelqu’un  achète  loo  pièces  de  bé- 
tail, des  porcs,  des  chèvres  et  des  moutons,  pour  100  écus  : 
les  porcs  lui  coûtent  3 î écus  la  pièce;  les  chèvres,  1 3 écu, 
et  les  moutons,  j écu:  combien  y avait-il  d’animaux  de 
chaque  espèce? 

Soit  le  nombre  des  porcs  =p , celui  des  chèvres  ~q  , 
celui  des  moutons  = r , on  aura  les  deux  équations  suivantes  : 

p + ç +r—ioo  , 2“.  3ip-f- i^q  + ^r=ioo; 


et  cette  dernière  étant  multipliée  par  6,  afin  de  chasser  le» 
fractions,  se  transforme  en  celle-ci: 

/ 

Bip  •+■  8q  -H  3r  — 600. 

4 
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Or  la  première  donne 

rr=  100  — P — q-, 

et  si  l'on  substitue  cette  valeur  pour  r dans  la  seconde , on  a 

i8p 

i8p-f-5<7=  3oo  , ou  5ç  = 3oo — i8p  et  qr=So 


Parconséquent  il  faut  que  i8p  soit  divisible  par  5,  et  ren- 
ferme 5 comme  facteur.  Qu’on  fasse  donc 

p — 5s,  onaura  q=6o— i8s  et  r=i3s  + 4o, 

où  l’on  peut  prendre  pour  j un  nombre  entier  quelconque  ’ 
pourvu  qu’il  soit  tel  que  q ne  devienne  pas  négatif.  Mais  cette 
condition  limite  la  valeur  de  j à 3,  desorte  que  si  on  exclut 
aussi  O , il  ne  peut  y avoir  que  trois  solutions  du  problème  ; 
ce  sont  les  suivantes  : 

Lorsque  s = i , a , 3 , 
on  a P = 5,  10,  i5, 
q = 4-i,  24,  iS, 
r = 53,  6S,  79. 

27.  Lorsqu’on  veut  soi-même  se  proposer  de  tels  exemples, 
il  faut  faire  attention  surtout  qu’ils  soient  posibles  ; et  pour 
pouvoir  en  juger,  voici  ce  qu’il  faut  observer: 

Soient  les  deux  équations  auxquelles  nous  pan'enions  jus-; 
qu’à  présent,  représentées  par 

1*.  ic+^-f  z = a,  ao.  fx-^gy  + hz  = b, 

où  f,  g et  h , ainsi  que  a et  b , sont  des  nombres  donnés  : 
si  nous  supposons  qu’entre  les  nombres  f,  g et  ù , le  pre- 
mier f soit  le  plus  grand,  et  h le  plus  petit;  comme  à 
cause  de 
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nous  avons yi  +yi  =ya,  il  est  clair  qae  fx -^fz 
est  plus  grand  que  yr+gy  + /'Z ; parconséquent  il  faut  que 
fa  soit  plus  grand  que  b , ou  que  b soit  plus  petit  queyà; 
et  puisque  de  plus 

hx  hy  hz  ha , 

et  que  hx  hy  hz  est  certainement  plus  petit  que 
fx gy -{•  hz , il  faut  aussi  que  ha  soit  plus  petit  que  b , 
ou  b plus  grand  que  ha.  Il  suit  donc  de  là  qué  si  b n’est 
pas  plus  petit  que  fa , et  en  même  temps, plus  grand  que  ha, 
la  question  sera  impossible. 

On  exprime  cette  condition  aussi  en  disant  que  b doit 
être  contenu  entre  les  limites  /a  et  ha',  et  il  faut  de  plus 
faire  attention  que  ce  nombre  n’approche  pas  trop  de  l’une 
ou  de  l’autre  limite,  parceque  cela  ferait  qu’on  ne  pourrait 
pas  déterminer  les  autres  lettres. 

Dans  l’exemple  précédent,  où 

a = 100,  /=3i  et  A = h 

les  limites  étaient  35o  et  5o-,  or  si  on  voulait  supposer  b=5i 
au  lieu  de  100,  les  équations  deviendraient 

x + y-{-z=i(30  et  35x4-13^+52  = 51, 

ou,  en  chassant  les  fractions, 

ai  X + 8^  + 3z  x=  3oS  ; 

qu’on  multiplie  la  première  par  3,  desorte  que 

/ 

3x  + ^ + 3z  = 3oo  ; 

si  l’on  soustrait  cette  équation  de  l’autre , il  reste 
i8x  + 5^  = G , 

ce  qu’on  voit  sur-le-champ  être  impossible,  parceque  x et_j’ 
doivent  être  des  nombres  entiers  et  positifs. 
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28.  Les  orfèvres  et  les  monnayeurs  tirent  grand  parti  d« 
cette  règle , quand  ils  se  proposent  de  faire  de  trois  ou  de 
plusieurs  sortes  d’argent , un  alliage  d’un  prix  donné,  ainsi 
que  l’exemple  suivant  le  fera  voir. 

Question  troisième.  Un  monnayeur  a trois  sortes  d’argent; 
la  première  à 7 onces  d’argent  fin  par  marc , la  seconde  à 
5 î onces , la  troisième  à 4 i onces  ; il  a à faire  un  alliage 
de  3o  marcs  pesant,  à 6 onces;  combien  de  marcs  doit- il 
prendre  de  chaque  sorte  ? 

Qu’il  prenne  x marcs  de  la  première  sorte,  y marcs  de  la 
seconde  et  z marcs  de  la  troisième , il  aura 

x+y  , 

et  c’est  la  première  équation. 

Ensuite,  puisqu’un  marc  de  la  première  sorte  contient 
7 onces  d’argent  fin  , les  x marcs  de  cette  .soi  te  contiendront 
yx  onces  de  tel  argent;  de  même  les  y marcs  de  la  seconde 
sorte  contiendront  5 ly  onces,  et  les  z marcs  de  la  troisième 
sorte  contiendront  41^  onces  d’argent  fin  ; desorte  que  toute 
la  masse  contiendra  yx -f- 5 j_y-f- 4»- a onces  d’argent  fin.  Or 
puisque  cet  alliage  pèse  3o  marcs , et  que  chacun  de  ces 
marcs  contient  6 onces  d’argent  fin,  il  s’ensuit  que  la  masse 
entière  contiendra  1 80  onces  d’argent  fin  ; et  de  là  résulte  la 
seconde  équation 

yx -f- Sij' + 4ï2  = 180 , ou  i4x -f- 1 i_y -f- gz=  3So. 

Si  l’on  soustrait  maintenant  de  cette  équation  la  première 
prise  neuf  fois  , ou 

9^  + ay + 9^ = “7°  » 

il  reste 

5x  + 2^  = 90 , 

équation  qui  doit  donner  en  nombres  entiers  les  valeurs  de  a: 
et  de  y.  Quant  à la  valeur  de  z , on  la  tirera  ensuite  d« 
l’équation 

» = 3o  — X — y. 
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Or  l’équation  précédente  donne  • 

5ir 

2j=go  — 5x  et  ^=:45— — ; 

soit  donc  xz=  au , on  aura 

^ = 45  — Su  et  z = 3u  — i5; 

on  voit  donc  que  u doit  être  plus  grand  que  4>  cepen-* 
dant  plus  petit  que  10;  et  parconséquent  la  question  admet 
les  solutions  suivantes  : 


1 .=  5, 

6, 

7. 

8, 

"T| 

000 

Il  II  II 

12, 

i5, 

3, 

14. 

*0, 

6, 

.6, 

5, 

9. 

18, 

0. 

12. 

aq.  Il  se  présente  quelquefois  des  questions  qui  renferment 
plus  de  trois  inconnues , mais  on  les  résout  de  la  même  ma- 
nière , comme  l’exemple  suivant  le  fera  voir. 

Question  quatrième.  Quelqu’un  achète  100  pièces  de  bé- 
tail pour  100  écus,  savoir,  des  boeufs  à 10  écus  la  pièce, 
des  vaches  à 5 écus,  des  veaux  à a écus,  et  des  moutons 
à I écu  la  pièce  ; combien  a-t-il  acheté  de  bœufs,  de  vaches, 
de  veaux  et  de  moutons  ? 

Soient  le  nombre  des  bœufs  —p  , celui  des  vaches  = q ^ 
celui  des  veaux  =r,  et  celui  des  moutons  la  pre- 

mière équation  est 

P +q  + r + s=  ICO, 

et  la  seconde  est 

lop  -f-  5q  ar-{-  ~s  = 100 g 
ou , en  faisant  disparaître  les  fractions , 

aop  -f-  loq  -f-  4r  -f-  s = aoo; 
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soustrayant  la  première  équation  de  celle-ci,  il  resta 


d’où  l’on  tire 

•t 


igP  + 97  + 3r=  loo, 
3r=  xoo—  igp— -97» 


r=33-j-j— Gp— jp  — 5<7,  ou  r=33— Gp— 5q 


donc  il  faut  que  i — p ou  p— i soit  divisible  par  3.  Qu’ou 
fasse  p — 1 = 3t  : on  aura 


P = 3t  -f  1 , 

7 = 7. 

r = 537  — igt  — 37.' 
s 3=  7a  4*  + iGt; 

Il  suit  de  là  que  igt  -f*  ^7  ^^te  moindre  que  37,  et  que , 
pourvu  que  cette  condition  s’observe,  on  peut  au  reste  donner 
à q et  à t telle  valeur  qu’on  veut  ; cela  posé , nous  aurons 
à considérer  les  cas  suivans  : 


I.  Si  t = 0 

II.  Si  t = 1 

on  a p = 1 

on  a p = 4 

7 = 7 

7 = 7 

r = 37  — 3q 

il 

00 

1 

s = 73  -f-  2q. 

J = 88  -f-  aq.  | 

On  ne  peut  faire  t = a , parceque  r deviendrait  négatif. 

Dans  le  premier  cas,  q ne  doit  pas  surpasser  g,  et  dans 
le  second  cas,  ce  nombre  ne  doit  pas  excéder  a ^ ainsi  cea 
deux  cas  donnent  les  solations  qui  suivent  l 
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Le  premier  donne  les  dix  solutions  que  xoici  : 


I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII 

IX. 

X. 

P 

1 

1 

1 

I 

1 

l 

1 

1 

1 

1 

<7 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

r 

27 

34 

21 

18 

i5 

lâ 

9 

6 

3 

0 

s 

72 

74 

76 

78 

80 

83 

84 

8S 

88 

90 

Le  second  cas  fournit  les  trois  solutions  suivantes  : 


I. 

II. 

III. 

P 

4 

4 

4 

9 

0 

1 

2 

r 

8 

5 

Ù. 

S 

88 

90 

93 

Voilà  donc  en  tout  tieize  solutions,  et  elles  se  réduisent 
à dix , si  on  exclut  celles  qui  renferment  un  zéro. 

3o.  La  méthode  ne  laisserait  pas  d’être  la  même,  si,  dans 
la  première  équation , les  lettres  étaient  multipliées  par  des 
nombres  donnés  , comme  on  le  verra  par  l’exemple  suivant  : 

Question  cinquième.  Trouver  trois  nombres  entiers,  tels 
que  si  on  multiplie  le  premier  par  3 , le  second  par  5 et  le 
troisième  par  7 , la  somme  des  produits  soit  5So , et  que  si 
on  multiplie  le  premier  par  9,  le  second  par  26  et  le  troi- 
sième par  4.9  > la  somme  des  produits  soit  2920. 

Soit  le  premier  nombre  = x,  le  second  =y , le  troisième 
:=  a ; on  aura  les  deux  équations , 

i*.  3x-f-5jr-f-7a=;5Go;  a*,  jx 25j^-f-49a  = ag20. 


X , 
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51  on  sonstrait  de  la  seconde  la  première  prise  trois  fois , on 

gr+  i5j^4-2«z=  1680, 

il  reste 

loy  + 282  = 1240  ; 

divisant  par  2 , on  a 

5y  -j-  1 4^  = S20 , 


d’où  l’on  tire 


, 14* 

124--g-. 


Ainsi  Z doit  être  divisible  par  5 ; qu’on  fasse  donc  z = 5k, 
en  aura 

_y=i24— i4u. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  première  équation , on  a 
5x  — 55k 620  = 5So , 


«a 


3x  = 35u  — So , et  X = ■ — 20  ; 

O 


c’est  pourquoi  l’on  fera  u = 3f,  et  on  aura  enfin  la  solution 
suivante , 

1 

x=35t  — 20,  124  — 4^* , et  *=  i5f, 

où  on  peut  substituer  au  lieu  de  t un  nombre  entier  quel- 
conque, mais  tel  cependant  que  t surpasse  zéro,  et  soit  moindre  . 
que  3;  desorte  qu’on  se  trouve  borné  en  effet  aux  deux  so- 
lutions suivantes  ; 


{x=î  i5,  j^  = 82  , Z = i5.  . 
x=5o,^  = 40i  a = 3o- 


- -OaJfc. 
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CHAPITRE  III. 

Des  équations  indéterminées  composées  dans 
lesquelles  l'une  des  inconnues  ne  passe  pas 
le  premier  degré. 

3i.  IN'oüS  passerons  à présent  aux  équations  indéterminées 
dans  lesquelles  se  trouvent  deux  quantités  inconnues , et  où 
l’une  de  ces  inconnues  est  multipliée  par  l’autre  , ou  élevée 
à une  puissance  plus  haute  que  la  première,  tandis  que  l’autre 
inconnue  ne  s’y  trouve  cependant  encore  qu’au  premier  degré. 
Il  est  évident  que  les  équations  de  cette  espèce  peuvent  se 
représenter  par  l'équation  générale  qui  suit  : 

n -f-  ix  + cy  + dxx-\-exy  -\-gxxy  haé  + Ax^ 

-f-  etc.  =x  O. 

Comme  dans  cette  équation  y ne  passe  pas  le  premier  degré, 
cette  lettre  se  détermine  facilement  ; mais  il  faut  au  reste , 
comme  auparavant , que  les  valeurs  tant  de  x que  de^ , soient 
assignées  en  nombres  entiers. 

Nous  allons  considérer  quelques-uns  de  ces  cas , en  com- 
mençant par  les  plus  faciles. 

3a.  Question  première.  Trouver  deux  nombres  tels  qtle, 
ai  on  ajoute  leur  produit  à leur  somme , on  obtienne  79. 
Noœmoaa  x et^  les  deux  nombres  cherchés  ; il  faudra  que 
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Sa 

ainsi 

et 


ay-}-^  = 79— X, 

7Q  — X .80 


d’on  résulte  que  x + 1 doit  être  un  diviseur  de  80.  Or  8a 
ayant  beaucoup  de  diviseurs,  on  aura  aussi  plusieurs  valeurs 
de  X , comme  on  va  voir  : 


1 Les  diviseurs  de  80  sont .... 

1 

2 

4 

5 

8 

lO 

iG 

i 

40 

Z 

0 donc  X ~ 

0 

1 

3 

4 

7 

9 

i5 

‘9 

39 

79 

j ety  = 

7.9 

39 

'.9 

i5 

9 

7 

4 

3 

1 

0 

Mais  comme  les  dernières  solutions  sont  les  mêmes  que 
les  premières,  on  n’a  réellement  que  les  cinq  .solutions  sui^ 
vantes  : 


I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

0 

1 

3 

4 

7 

79 

3.9 

16 

i5 

19 

53.  De  la  même  ma^sf^  qu’on  ÿnnrra  résoudre  aussi  l'équa- 
tion générale 

*>9 


car  on  aura 


et 


,‘xy  -f-  ,flx  -f-  iy  =1=  c ; 


Z' 


x-l- 


ab  -f-  c 
' x+b  ’ 


c’est-à-dire  que  x b doit  être  un  diviseur  du  nombre 
ab-\-c-,  desorte  que  chaque  diviseur  de  ce  nombre  donne 
une  valeur  de  x.  Qu’on  fasse  donc 


ab  + c=fg, 

on 
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en  aura 


et  supposant 


_y  = — a. 


f‘' 

. ^ - 
x-{-b‘ 


ou  x—f — b. 


il  est  clair  que 


y=  — a+g,  OM  yi=g  — a, 

'et  parconséquent  qu’on  aura  même  deux  solutions  pour  chaque 
manière  de  représenter  le  nombre  ab-f-c  par  un  produit  tel 
que  Jg.  De  ces  deux  solutions , l’une  est 

x=f—b  et  y = g — a. 


et  l’autre  s’obtient  en  faisant 

^ + l>—g, 

dans  lequel  cas 

x — g—b  et  y=zf—a, 
Si  donc  on  se  proposait  l’équation 


on  aurait 


parcoDSequent 


xy  + 2x  + 5y  = 4a, 

0 = 2,  i = 3 , et  czz:  4^-, 


jy  = — 2. 


48 

a:  -j-  3' 


Or  le  nombre  48  peut  se  représenter  de  plusieurs  manières 
par  deux  facteurs,  comme  fg,  et  dans  chacun  de  ces  cas  on 
aura  toujours , soit 


■oit  aussi 


2. 


X—f— Z ety—g—a^ 

X = g — 3 et  ^ =f  — 2. 

G 


I 
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Voici  le  deTeloppenient  de  cet  exemple  : 


■■ 

11 

III. 

IV. 

1 V. 
1 

Facteurs 

I . 

48 

2 , 

24 

3. 

iG 

4- 

12 

S 

8 

X 

y 

a: 

y 

X 

y 

X 

y 

H 

Q 

Nombres 

-3 

46 

-I 

32 

m 

1 

10 

n 

6 

OU 

45 

1 

-1 

21 

0 

■ 

9 

a 

B 

4 

34-  L’équation  peut  s’exprimer  encore  plus  généralement , 
en  écrivant 

mxy  = ax  èy -j- c , 

où  a,  b,  c et  m sont  des  nombres  donnés,  et  où  l’on  chercha 
pour  a:  et  J/  des  nombres  entiers  inconnus. 

Qu’on  dégage  d’abord  y , on  aura 

aa:  + c 


et  multipliant  par  m de  part  et  d’autre , on  aura 
max -t- me  , mc-i-ab 

"ly  = “üt;: — JT  = « 4-  rr;: — r- 

mx O 7TIX  — 0 


On  a maintenant  une  fraction  dont  le  numérateur  est  un 
nombre  connu , et  dont  le  dénominateur  doit  être  un  diviseur 
de  ce  nombre  ; qu’on  représente  donc  le  numérateur  par  un 
produit  de  deux  facteurs  , comme  ce  qui  peut  souvent 
se  faire  de  plusieurs  manières  , et  qu’on  voye  si  un  de  ces 
facteurs  peut  se  comparer  avec  mx  — b , de  façon  que 


771X  — b ~f. 

r I T 

Or  il  faut  pour  cet  effet;  puisque  x , quey-j-ù  soit 


m, 
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divisible  par  m ; et  il  suit  de  là  que  parmi  les  facteurs  de 
me  -i~ab , on  ne  peut  employer  que  ceux  qui  sont  tels,  qu’en 
y ajoutant  b , lés  sommes  soient  divisibles  par  m.  ISous  allons 
éclaircir  ceci  par  un  exemple. 

Soit  l’équation 

= ax  + ^ + 1 8 , 


on  aura 


aa: -f- i8  ^ ioa;-l-qo 
■ 5x-3  ^ 


5x  — 3 


a + 


95 


5x— 3’ 

il  s’agit  parconséquent  de  trouver  ceux  des  diviseurs  de  gS , 
qui  ajoutés  à 3 , donnent  des  sommes  divisibles  par  5.  Or,  si  l’on 
considère  tous  les  diviseurs  de  gS , qui  sont  i,  a,  3,  4,  6,8, 
la,  iG,  34,  3a,  48,  g6  , on  voit  facilement  qu’il  n’y  a que 
ces  trois,  a , la , 3a  , qui  peuvent  servir. 

i“.  5x  — 3=  a,  on  aura  5y=:5o,  et  par- 
conséquent  X = 1 , et  y = 10. 
a®.  5x  — 3=ia,  on  aura  5y  = lo  ,* et  par- 
conséquent  ety  = a. 

3®.  5x  — 3 = 3a , ou  aura  5y  = 5 , et  par- 
conséquent  X = 7 , et  y =‘  i . 

35.  Comme  dans  cette  solution  générale  on  a 


Soit  donc 


my  — a 


me  -\~ab 


il  sera  à propos  d’observer  que  si  un  nombre  compris  dans 
la  formule  me  •{-  ab , a un  diviseur  de  la  forme  mx  — è , le 
quotient  dans  ce  cas  doit  être  nécessairement  compris  dans 
la  formule  my  — a , et  qu'on  peut  alors  représenter  le  nombre 
me  ab  par  un  produit  tel  que^(  mx  — è ) ( my  — m) . Sup- 
posons, par  exemple,  m—ïa,  (z=5,  bz=j  etc=i5,  on 
aura  * 

V 21 5 
— 5: 

ir 


2X  • 
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or  les  diviseurs  de  ai5  sont  i , 5,  4^,  2i5;  il  faut  choisir 
parmi  ceux-là  ceux  qui  sout  compris  dans  la  formule  lajc — y, 
ou  qui  sont  tels  qu’en  y ajoutant  y,  la  somme  soit  divisible 
par  1 a ; mais  il  n'y  a que  5 qui  satisfasse  à cette  condition  ; 
ainsi 

1 ax  — 7 = 5 et  i a^  — 5 = 4^  ; 

et  de  même  que  la  première  de  ces  équations  donne  x = i , 
on  trouve  aussi  par  l’autre  y en  nombres  entiers  , savoiry  4- 
Cette  propriété  est  de  la  plus  grande  importance  relativement 
à la  nature  des  nombres , et  mérite  par  là  qu’on  y fasse  une  , 
attention  particulière. 

56.  Considérons  maintenant  aussi  une  équation  de  cette 
espèce , 

xy  -\-xx  = zx~j-5y-^Z2‘ 

Elle  nous  donne 

ax  — XX  + 2Q  . 26  . 

x-5 

ainsi  x — 3 doit  être  un  diviseur  de  26,  et  dans  ce  cas,  la 
division  étant  faite  , le  quotient  sera  x i ; or  les 

diviseurs  de  a6  étant  1,2,  i3,  26,  nous  aurons  donc  les  so- 
lutions suivantes  : 

1°.  X — 3=1,  ou  x=4>  ^-fx-f-i=y-j-5=a6,  et  _y=2i  ; 

a®.  X — 3=2,  ou  x=5‘,  ainsi  y/-)-x-f-i=^-|-6=ii3 , et  y—y, 

3®.  X — 3=i3,  oux=i6;  ainsi^-}-x-f-ir=y^-|-iy=a,  et  y= — 1 5. 

Cette  dernière  valeur  étant  négative  doit  être  omise,  et 
par  la  même  raison  on  ne  pourra  tenir  compte  du  dernier 
cas  , X — 3 = 26.  ^ 

3y.  Il  ne  sera  pas  nécessaire  de  développer  ici  un  plus 
grand  nombre  de  ces  formules  dans  lesquelles  on  ne  rencontre 


Digitized  by  Google 


D’ALGÈBRE.  ' Sy 

que  la  première  puissance  de  y et  la  seconde  de  x\  car 
ces  cas  ne  se  présentent  que  rarement,  et  peuvent  d’ailleurs 
toujours  se  résoudre  par  la  méthode  que  nous  avons  expli- 
quée. Mais  lorsque  y aussi  est  élevé  à la  seconde  puissance , 
ou  à un  degré  encore  plus  haut,  et  qu’on  veut  en  détermi- 
ner la  valeur  par  les  règles  données  , on  parvient  à des 
radicaux  qui  comprennent  des  puissances  secondes  ou  en- 
core plus  hautes  de  x , et  il  s’agit  alors  de  trouver  pour  x 
des  valeurs  telles  qu’elles  fassent  évanouir  les  signes  radicaux 
ou  l’irrationnalité.  Or  le  plus  grand  art  de  l’analyse  indéter- 
minée , consiste  précisément  à rendre  rationnelles  ces  formules 
sourdes  ou  incommensurables  : c’est  ce  dont  nous  nous  occu- 
perons dans  les  chapitres  suivans.  -, 


I 


3 
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CHAPITRE  IV. 

r 

'De  la  manière  de  rendre  rationnelles  les  quantités 
sourdes  de  la  forme  V^  + bx  + cxx. 

58.  Il  est  donc  question  présentement  de  déterminer  le» 
valeurs  qu’on  peut  adopter  pour  x,  afin  que  la  formule 
a-f-bx-f-cxx  devienne  effectivement  un  carré,  et  parcon- 
séquent  qu’on  puisse  en  assigner  une  racine  rationnelle.  Or 
les  lettres  a,  b et  c signiGent  des  nombres  donnés;  c’est  de 
' la  nature  de  ces  nombres  que  dépend  principalement  la  dé- 
termination de  l’inconnue  x,  et  nous  remarquerons  d’avance 
que,  dans  bien  des  cas,  la  solution  devient  impossible.  Mais 
lors  même  qu’elle  est  possible , il  faut  du  moins  se  conten- 
ter d’abord  de  pouvoir  assigner  pour  la  lettre  x des  valeurs 
rationnelles , sans  exiger  précisément  que  ces  valeurs  soient 
même  des  nombres  entiers;  cette  condition  entraîne  des  re- 
cherches tout-à-fait  particulières. 

3q.  Nous  supposons  ici,  comme  on  voit,  que  la  formule 
ne  s’étend  qu’aux  secondes  puissances  de  ar;  les  degrés  plus 
élevés  exigent  des  méthodes  différentes  dont  nous  parlerons 
plus  bas. 

Nous  remarquerons  d’abord  que  si  la  seconde  puissance 
même  ne  s’y  trouvait  pas,  et  que  c fût  =o,  la  question 
n’aurait  aucune  difficulté;  car  si  \/a-\-bx  était  la  formule 
proposée , et  qu’il  fallut  déterminer  x de  manière  que  a-{-bx 
fût  un  carré , on  n’aurait  qu’à  faire 

a + 6x=vj'. 
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«t  l’on  obtiendrait  aussitôt  x or,  quelque  nombre 

que  l’on  substituât  ici  au  lieu  de  ^ , il  en  résulterait  tou- 
lourspour  x une  valeur  telle  que  a-{-bx  sera'it  un  carré, 
et  parconséquent  ^/a-f-éx  une  quantité  rationnelle. 

40.  Nous  commencerons  donc  parla  formule  V^i+  xx  i 
c’est-à-dire  que  nous  chercherons  pour  x des  valeurs  telles , 
qu’en  ajoutant  à leurs  carrés  l’unité , les  sommes  soient  pa- 
reillement des  carrés  ; et  comme  il  est  clair  que  ces  valeurs 
de  X ne  pourront  être  des  nombres  entiers , il  faudra  se  con- 
tenter de  trouver  les  nombres  fractionnaires  qui  les  expriment. 

41.  Si  on  voulait,  à cause  que  i -f*  doit  être  un 
carré , supposer  1 -f-  xx  =yy  > on  aurait 

xx=zyy — 1 et  x=  — -i; 

ainsi  il  faudrait,  afin  de  trouver  x , chercher  pour  des  nombres 
tels  que  leurs  carrés,  diminués  de  l’unité,  donnassent  aus.si 
des  carrés  ; et  parconséquent  on  retomberait  dans  une  ques- 
tion aussi  diilicile  que  la  première,  et  on  n’aurait  pas  fait  un 
pas  en  avant.  > 

Il  est  cependant  certain  qu’il  y a réellement  des  fractions 
dont  la  substitution  pour  xx  rend  1 + x un  carré  j on  peut 
s’en  convaincre  par  les.  cas  suivans  : 

1®.  Si  X = I , on  a i -f-  xx  = , parconséquent 

\/i-{-xx  = |.  . .. 

a®.  1 + XX  devient  pareillement  un  carré  ; si  x | , on 
trouve  v/i+xx  = |. 

3®.  Si  on  fait  x = ^,  on  obtient  i-)-xx={|5,  dont  la 
racine  carrée  est 

Mais  il  s’agit  de  faire  voir  comment  on  doit  trouver  ces 
valeurs  de  x,  et  même  tous  les  nombres  possibles  de  cette 
espèce. 
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4a-  n y a deux  méthodes  pour  cela.  La  première  demande 
qu’on  fasse 

l/i-fxx  = x + p; 
en  a dans  cette  supposition 

* \ 

1 + xx  — xx-\-zpx  +pp, 

où  le  carré  x.r  se  détruit;  desorte  qu’on  peut  exprimer  x sans 
signe  radical.  Car  effaçant  de  part  et  d’autre  xx  dans  l’équa-» 
tion  précédente  , on  trouve  ’ 

spx  -f-pp  z=  d’où  X — ^ , 

itp 

quantité  dans  laquelle  on  peut  substituer  à p un  nombre  quel- 
conque, et  même  des  fractions. 

Qu’on  suppose  donc  p = — , on  aura 


1 — 


arn 

n 

i 

et  si  on  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  nn  , 
on  trouve  , . 

1,  ' ■*  ■ ‘ • 

nn—  mm 

43.  Ainsi , pour  que  1 «4-  xx  devienne  un  carré , on  peut 
prendre  pour  m et  n tous  les  nombres  entiers  possibles,  et 
trouver  de  cette  manière  pour  x une  infinité  de  valeurs. 

Si  l’on  fait  aussi  en  général  . t 

Tin  — mm 


xz 


on  trouve 


. . n* — ammnn-f-  m* 

1 -f-  XX  = 1 "4*  ' 

4mmnn  ^ 
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OU 


-f- ammn  n 

1 +xx= ; , 

4mm  nn 


fraction  qui  est  effectivement  un  carré,  et  qui  donne 


\/ 1 -\-xx 


nn  + mm 
amn 


Nous  indiquerons,  d’après  cette  solution,  quelques-unes  dca 
moindres  valeurs  de  x. 


Si  n a 

3 

3 

4 

4 

5 

5 

5 

5 

et  m = 1 

1 

a 

l 

0 

1 

Ï2 

3 

4 

on  a X = â 

i 

s 

1 % 

15 

b 

“4 

1 a 

_IJ 

a 1 
a O 

g 

9 

44-  On  voit  qu’on  a en  général 

• ’ « (””  — mm)’ (nn-f-mm)’_ 

(a/am)’;  . (amn)’ 

et  si  on  multiplie  cette  équation  par  (amn)’,  on  trouve 

(amn)’ -f- (nn  — mm^®  = (nn  + m/n)*  ; 

ainsi  nous  connaissons  d’une  manière  générale  deux  carré»  , 
dont  la  somme  donné  un  nouveau  carré.  Cette  remarque  con- 
duit à la  résolution  de  la  question  suivante  : 

Trouver  deux  nombres  carrée  , dont  la  -sonime  soit  pareil-t 
lement  un  nombre  carré. 


On  veut  que 


PP + qq  — rr  ; 


on  n’a  donc  qu’à  faire 

P = amn  et  q=:nn  — mm',  . 


\ 
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De  plus,  comme  ’i-'  ' 

(_nn mmy  — (_amny  — (_nn mmy  t 

on  peut  aussi  résoudre  la  question  qui  suit  : 

Trouver  deux  carrés  dont  la  différence  soit  de  meme  un 
nombre  carré. 

Car  si  on  veut  qüe 

pp-qq  — rr, 

on  n’a  qu’à  supposer 

, P =nn-f'  mm  et  q = amn , 

et  on  aura 

r—nn  — mm. 

On  pourrait  aussi  faire 

P — nre  + mm  et  q = nn.  — mm.’ 

et  on  aurait 

r = amn. 

45.  Nous  avons  parlé  de  deux  manières  de  donner  à la 
formule  1 -J-  xx  la  forme  d’un  carré  ; voici  donc  l’autre  mé- 
thode : 

' Qu’on  suppose 


on  aura 


y'i  +a;j»=  i + —, 


amx  , mmxx 
1 -)-  XX  = 1 -1 — r — r 


n ' nn 
si  l’on  soustrait  de  part  et  d’autre  t , on  a 

amx  , mmxx 

XX  = H ; 

n nn 

cette  équation  se  divise  par  x , et  parconsequent  on  a 
am  . mmx 


x = - 


n 


TTlTTlCt  I 

, ou  nnx  XX  amn -f.  mtnx , 


nn 
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d’où  l’on  tire 


X—  ■ 


amn 


nn — mm 


Ayant  trouvé  cette  valeur  de  x , on  a 

, ^mmnn  + ammnn  -4-  m* 

1 4-  xx=  1 «»»  ■■'■  . . = -T : 7 • 

* . * — ammn/i  + n* ammnn 


ce  qui  est  le  carré  de  Or  comme  il  résulte  de  là 

^ nn  — mm 

l’équation 

14 


(amn)*  (nn4-mm)* 


(;m  — mm)*  (nn — mm)*  ’ 

nous  aurons  J ainsi  que  ci-^essus  , 

(nn— mm^)*  4”  (amn)*  = (nn  4*  mm)* , 

c’est-à-dire  les  deux  mêmes  carrés  dont  la  somme  est  pareil- 
lement un  carré. 

46.  Le  cas  que  nous  venons  de  développer  d’une  manière 
détaillée  , nous  fournit  deux  méthodes  pour  transformer  en  un 
carré  la  formule  générale  a -|-  ùx  4“  cxx.  La  première  de 
ces  méthodes  s’applique  à tons  les  cas  où  c est  un  carré  ; la 
seconde-  se  rapporte  à ceux  où  a est  un  carré  ; nous  nous 
arrêterons  à l’une  et  à l’autre  supposition. 

1®.  Supposons  d’abord  que  c soit  un  carré , ou  que  la  for- 
mule proposée  soit  a 4-  éx  -f-  ffxx  ; puisqu’elle  doit  être  un 
carré,  nous  ferons 


\/a  + bx-^ffxx  =/x  4- 


et  nous  aurons 


a~i~bx  •hjffxx  ^ ffxx  -f 


amfx 


mm 
nn  ^ 


où  les  termes  affectés  de  xx  se  détruisent  ; desorte  que 

+ , amfx  , mm 

bx  = 4- . 

n nn 
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si  nous  multiplions  par  nn , nous  avons 


nna  -j-  nnbx  — zfmnx  -f-  mm  ; 
nous  en  concluons 


mm  — nna 


< nnb  — amnf^ 

et  en  substituant  a x cette  valeur,  nous  trouvons 

\4a+bx+ffxx  = ■ rn  _mnh—  mmf—  nnaf 

nnb  — mnf  n nnb  — amnf 

47'  Comme  nous  avons  eu  pour  x une  fraction , nous  fe- 
rons 


ensorte  que 


X-P-- 

«/* 


P — mm  — nna  , et  q =i  nnb  — amnf  : 

ainsi  la  formule  a — -f-  est  un  carré  ; et  comme  elle 

9 <7? 

est  pareillement  un  carré  , si  on  la  multiplie  par  le  carré  qq  , 
il  s ensuit  que  la  formule  aqq  -j-  bpq  •4~ffpp  est  aussi  un  carré , 
si  on  suppose 

P = mm  — nna  et  q = nnb  — amnf. 

II  est  clair  qu’il  résulte  de  là  une  inCnité  de  solutions  en 
.nombres  entiers,  pareeque  les  valeurs  des  lettres  m et  n sont 
arbitraires.  '' 

a°.  Le  second  cas  que  nous  avons  à considérer , est  celui 
où  a est  un  carré.  Soit  donc  proposée  la  formule  ff~\-bx 
+ exx , dont  il  s’agisse  de  faire  un  carré.  Nous  supposerons 
pour  cet  effet  ^ 

Vff±  bx  -f  exx  =/+  ^ , 
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et  nous  aurons 


//+ix+cxx=//+ife  + ’^, 


où  les  ff  se  détruisant , on  peut  diviser  les  termes  restant 
par  X , desorte  qu’on  obtient 


amf 


mmx 


b 4- ex— — -) = nnb  -f-  nnex  = amnf  4- mmx , 

n nn  \ ‘ ’ 


ou 

d'où  l’on  tire 


71  nn 

nnex  — mmx  = amnf — nni  , 
zmnf  — nnb 

JC  ***~  - 

• ncc  — min 


48.  Si  nous  substituons  maintenant  cette  valeur  àla  place  de  ar, 
nous  avon.s 

. /rp î • ^mmf — mnb  nncf-\-mmf—mnb 

yff-^bx-^cxxz=f-\ ^ ; 


nnc  — mm 


nnc  — mm 


et  en  faisant  a:  nous  pourrons,  de  la  même  manière 

que  ci-dessus  , transformer  en  carré  la  formule  jfqq  -f-  bpq 
-j-  cpp,  savoir,  en  faisant 

p~amnf — nnb,  et  q = nnc  — mm. 

4q.  On  doit  distinguer  principalement  ici  le  cas  où  a = o, 
c’est-à-dire  où  il  s’agit  de  faire  un  carré  de  la  formule  bx 
-f-  exx  ; car  on  n’a  qu’à  supposer 

Y bx-\-  exx  = • 

on  aura  l’équation 

bx  -f-  ccx  = • 


n 

mmxx 


nn 


qui  divisée  par  x et  multipliée  par  nn,  donne 

nnb 


bail  -f-  cnnx  xz.  mmx , et  de  là  x = 


mm  — cnn 
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Qu’on  cherche , par  exemple , tous  les  nombres  trigonaux 

XX  X 

qui  sont  en  même  temps  des  carrés,  il  faudra  que  — , 

et  parconséquent  aussi  2xx-|~2x,  soit  un  carré.  Supposons 

mmxx  , 

que  — — soit  ce  carre  , nous  aurons 


n/t 


annx + 2nre  = mmx,  et  x=- 


2nn 


— 2nn 

on  peut  substituer  dans  cette  valeur , au  lieu  de  m et  de  n , 
tous  les  nombres  possibles  ; mais  on  trouvera  pour  x ordi- 
nairement une  fraction  ; quelquefois  cependant  on  parviendra 
aussi  à des  nombres  entiers.  Par  exemple , si  m =:3  et  n = 2 , 
on  trouve  x = 8 , dont  le  nombre  triangulaire , qui  est  36  , 
est  en  même  temps  un  carré. 

On  peut  aussi  faire  m =7  et  n=5;  dans  ce  cas  x= — 5o, 
dont  le  triangle  1226  est  en  même  temps  celui  de  -f- 4.9 
le  carré  de  35.  On  aurait  trouvé  le  même  résultat  en  faisant 
n = 7etm  = io;  car,  dans  ce  cas,  on  a pareillement  x=4.9- 
De  même  , si  m = 17  et  n — 12  , on  trouve  x=  288  , le 

, . , x(x+i)  288.289  ,,  O 

nombre  tngonal  en  est  ^ — -=  144 -289  , ce 

qui  est  un  carré  dont  la  racine  est  = 12.17  = 204. 

5o.  Nous  remarquerons,  à l’égard  de  ce  dernier  cas,  que 
la  formule  bx  -f*  cxx  n’a  pu  être  transformée  en  un  carré 
par  la  raison  qu’elle  avait  un  facteur  , savoir  x ; cette  obser- 
vation nous  conduit  à de  nouveaux  cas  dans  lesquels  la  for- 
mule a -f-  éx  cxx  peut  pareillement  devenir  un  carré , lors 
même  que  ni  a ni  c ne  sont  des  carrés. 

Ces  cas  sont  ceux  où  a-f-  bx-f-  cxx  peut  se  décomposer 
en  deux  facteurs , et  cela  arrive  lorsque  bb  — 4^c  est  un 
carré.  Pour  le  prouver  , nous  remarquerons  que  les  facteurs 
dépendent  toujours  des  racines  d’une  équation  , et  qu’ainsi  il 
faut  supposer 

a -f-  bx-j-  cxx  = c ; 
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cela  posé,  on  a 

, bx  a, 

cxx~-—bx  — a,  et  xx  = — -, 

’ c c 

d’où  l’on  tire 

2c  K 4^-c  c ac  ac 

et  il  est  clair  que  si  bb  — 4°^  carré , cette^  quantité 

devient  rationnelle. 

b d 

Soit  donc  bb  — ^ac  =zdd,  les  racines  seront  — 
c’est-à-dire  que 

b±.d 


ac 


x = - 


ac 


et  parconséquent  les  diviseurs  de  la  formule  a + ùx  -f* 

h — d'  , b't-  d . . 1 • 1-  P 

sont  X -t et  X -J — ; et  si  on  multiplie  ces  tac- 

ac  ac 

teurs  l’un  par  l’autre , on  retrouve  la  même  formule , à cela 

"*  ifSC 

près  quelle  est  divisée  par  c ; car  le  produit  est  xx  -1 — ^ 

bb  dd  . J J -LL  J 

-t-  7 — — - — ; et  puisque  dd  — bb—  4ac , on  a 

/fCC 

. bx  , bb  bb  , Âne  , bx  , a 

*^+T+ï?-ÇT+4^=“+T+î' 


ce  qui  étant  multiplié  par  c,  donne  exx -f- ùx -f- a.  On  n’a 
donc  qu’à  multiplier  l’un  des  facteurs  par  c , et  on  aura  la 
formule  en  question  exprimée  par  le  produit 


et  on  voit  que  cette  solution  ne  peut  manquer  d’avoir  lieu 
toutes  les  fois  que  bb  -f-  4ac  est  un  carré. 

1)1.  De  là  résulte  le  troisième  cas  dans  lequel  la  formule 


% 
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c + ix  + cxx  peut  se  transformer  en  un  carré , et  que  nou» 
allons  traiter  après  les  précédens. 

4°.  Ce  cas,,  ainsi  que  nous  l’avons  insinué,  a lieu  lorsque 
notre  formule  peut  se  représenter  par  un  produit  tel  que 
(J'-^-gx)  .{h  + hx).  Pour  faire  de  cette  quantité  un  carré, 
supposons  sa  racine  , ou 

✓(/+sx).(A+-A-)=^-->; 
nous  aurons 

et  en  divisant  cette  équation  par  f -}-  gx , on  a 

h + hx  = ’"’"'^+^^. 

' nn 

c’est-à-dire 

hnn  -f-  hnnx  =fmm  + gmmx, 
et  parconséquent 

fmm  — hnn 

OC  — ■, 

knn  — gmm 

Pour  éclaircir  ce  résultat , soit  proposée  la  question  sui- 
vante : 

Première  question.  Trouver  tous  les  nombres  x tels  que 
si  du  double  de  leurs  carrés  on  retranche  a , le  reste  soit  un 
carré. 

Puisque  c’est  axx  — a qui  doit  être  un  carré , il  faut  faire 
attention  que  cette  formule  s’exprime  par  les  facteurs  suivans  , 
2 . (x  -|-  1 ) . (x  — 1 ).  Si  doue  on  en  suppose  la  racine 

771  . (x-f-  i) 

— ! — -,  on  a 


^ , . 777  771  ( X -f-  1 )* 

a(x  + i)  (x-i)=: — ; 


divisant 
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dhisant  par  x + i et  multipliant  par  nn , oti  aura 
annx  — ann  = mmx  -j-  mm , 
mm  4-  2hn 

3C 

ann  — /nm* 


4.<) 


et  de  là 


Si  l’on  fait  m—  i et  n—  i , ou  trouve  x = 3,  et  axx  — 
2:=^6  = 4^ 

Que  si  m = 3 et  n = a , on  a x = — ly  -,  or  comme  x 
ne  se  rencontre  qu’élevé  au  second  degré , il  est  indifférent  . 
qu’on  prenne  x = — 17 , ou  x=  -f-  17  i l’une  et  l’autre  sup- 
position donnent  également 

2XX  — 2 = 5y6  ~ 24*. 

53.  Seconde  question.  Soit  proposée  la  formule  6 -f-  i3x 
4-6  ,rx , pour  être  transformée  en  un  carré  ; nous  avons  ici 
a = G , i = i3,  c =:gp  , où  ni  a ni  c n’est  un  carré.  Qu’on' 
voie  donc  si  bb — 4®*^  *î®vient  un  carré,  on  trouve  aS;  ainsi 
on  «St  sur  que  la  formule  peut  être  représentée  par  deux  fac- 

71%  C 2 - |~r  3 J3  I 

teurs;  ces  facteurs  sont  ( 2 4 3x ) , (343x),  Que — ^ r 

soit  leur  racine  , on  aura 

, . .T  N . N mm  (2  4^-»)*, 

(2  43x).  (342-’^)  — — ». 


ce  qui  se  change  en 


d’où  l’on  tire 


3nn  4 annx  = 2mm  4 3mmx , 


2mm— 3n«  3nn  — amm_ 
ann  — 3mm  5mm  — 2;m’ 


Or,  afin  que  le  numérateur  devienne  positif,  il  faut  que  3nn 
soit  plus  grand  que  2mm , et  parconséquent  2mm  plus  petit 

que  3/m,  c’est-à-dire  qu’il  faut  que  soit  plus  petit  que  j.  ' 
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Quant  au  dénominateur , s'il  doit  devenir  positif,  on  voit  que 

Zmm  doit  surpasser  a/in , et  parconséquent  doit  être  plu» 
grand  que  3.  Si  donc  on  veut  trouver  pour  x des  nombres  po- 
sitifs , il  faut  prendre  pour  m et  n des  nombres  tels  que 
soit  moindre  que  f , et  cependant  plus  grand  que 

Soit , par  exemple , m = 6 et  n = 5 : on  aura  ce 

nîi  ^ 

qui  est  moindre  que  I et  évidemment  plus  grand  que  f ; c’est 
pourquoi  on  troüve  x = 

54-  4°-  troisième  cas  donne  lieu  d’en  considérer  encore  un 
quatrième , qui  est  celui  où  la  formule  a -|-  éx  -f-  cxx  se  dé- 
compose en  deux  parties  telles  que  la  première  soit  un  carré, 
et  que  la  seconde  soit  le  produit  de  deux  facteurs  ; c’est-à- 
dire  que,  dans  ce  cas,  la  formule  doit  être  représentée  par  una 
quantité  de  la  forme  pp  -f-  qr,  où  les  lettres  p , q et  r indiquent 
des  quantités  de  la  forme  f -f-  gx.  Il  est  clair  que  la  règle  , 
pour  ce  cas,  sera  de  faire 


V/pp-f-qr  = p-f 


car  on  aura 


OÙ  les  termes  pp  s’en  vont,  après  quoi  l’on  peut  diviser  par  q , 
desorte  qu’on  obtient 


amp  , mma 

r = — --i —J  ou  nnr=imnp -f- mniq , 

îl  JUl  ^ 


équation  par  laquelle  x se  détermine  facilement.  Voilà  donc 
le  quatrième  cas  dans  lequel  notre  formule  peut  se  transfor- 
mer en  un  carré  ; l’application  eo  est  aisée , et  nous  alloaa 
la  faire  sur  quelques  exemples. 
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55.  Troisième  question.  On  cherche  des  nombres  x , tels 
que  leurs  carrés  pris  deux  fois , soient  de  i plus  grands  qu« 
d’autres  carrés , ou  bien  que  si  on  retranche  l’unité  d’un  de 
ces  doubles  carrés , il  reste  un  carré  ; ainsi  que  le  cas  a lieu 
pour  le  nombre  5 , dont  le  carré  a5  , pris  deux  fois , donne 
le  nombre  5o , qui  est  de  i plus  grand  que  le  carré  49- 

Il  faut , d’après  cet  énoncé , que  arr  — i soit  un  carré  ; 

et  comme  nous  avons  , suivant  notre  formule  , a=z  — i , 

b — O et  c = 2 , on  voit  que  ni  a ni  c n’est  un  carré , et  que 

de  plus  la  quantité  proposée  ne  peut  être  décomposée  en  deux 

facteurs , puisque  bb  — ^ac  = 8 n’est  pas  non  plus  un  carré  ; 

desorte  qu’aucun  des  trois  premiers  cas  n’a  lieu.  Mais,  suivant 

le  quatrième , cette  formule  peut  être  représentée  par  xx  + 

(xx — i)  =xx  + (x—  i)  (x  -f- 1 ).  Si  donc  on  en  suppose 

1 • . ni(x4-i) 

la  racine  = x H ^ -,  on  aura 

n 

.x+(.+ .)  + !H!;££±2£; 

' ^ n nn 

cette  équation , après  avo\f  effacé  les  xx  et  divisé  les  autres 
termes  par  x -J-  i , donne 


nnx  — nn  = amnx  -f-  mmx  + nim , 
d’où  l’on  tire 

mm  -}-  nn 


• ainn  - 


mm 


et  puisque  dans  notre  formule  axx  — i , le  quarré  xx  se 

trouve  seul , il  est  indifférent  qu’on  trouve  pour  x des  valeurs 

positives  ou  négatives.  On  peut  d’abord  même  écrire  — m au 

1.  J . P J.  • mnt  4-  nn 

lien  de  4-  m,  ahn  d avoir  x = — t * . 

nn  -f-  amn  — mm 


Si  on  fait  ici  m xr  i et  n = i , on  trouve  x = i et  oxx 
— 1 =:  1 ; que  si  on  fait  m—i  et  n — a,  on  trouve  x = f 
et  Qxx  — 1 =x5  ■>  » si  on  supposait  m = i et  n — — 

on  trouverait  x=  — 5,  oux  = -f-5,  et  a.rx  — i = 49- 
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56.  Quatrième  question.  Trouver  des  nombres  dont  les  carré» 
doublés  et  augmentés  de  a , soient  pareillement  des  carrés. 
Un  tel  nombre,  par  exemple,  est  7 , le  double  de  son  carré 
estgS,  et  si  on  y ajoute  a,  on  a le  carré  100. 

Il  faut  donc  que  ar.r  -f*  3 soit  un  carré , et  comme  a = a , 
& = 0 et  c = a;  desorte  que  ni  <z  ni  c , ni  b b — 4^c  ou  — 16, 
ne  sont  des  carrés , il  faudra  recourir  à la  quatrième  règle. 

Supposons  la  première  partie  =/^,là  seconde  sera 


axx  — a = a(x+i)(j:;  — 0> 


ce  qui  donne  à la  quantité  proposée  la  forme  4 + 3 1) 

(x— 1). 


Que  a-f 


7n(x+  1) 
n 


en  soit  la  racine , nous  aurons  l'équation 


où  les  nombres  4 se  détruisent , de  façon  qu’après  avoir  divisé 
les  autres  termes  par  x -f-  i > on  a ' 

annx  — ann  ~ 4'^n -f- mmx -j- mm , 
et  parconséquent 

4mn  -f-  mm  -f-  an» , 
ann  — mm 

Si  on  fait  dans  cette  valeur  nx=3  1 et  n = 1 , on  trouve 
X = 7 , et  axx  + a = 100.  Mais  si  m = o et  n = 1 , on  a 
X ==  L et  axx  -1-  a = 4- 

57.  Il  arrive  souvent  aussi  que,  lorsqu’aucune  des  trois  pre- 
mières règles  n’a  lieu  , on  ne  peut  trouver  comment  la  for- 
mule peut  se  décomposer  en  deux  parties  telles  que  la  qua- 
trième règle  les  demande. 

Par  exemple  , s’il  est  question  de  la  formule  7 -f-  i5x 
-f-  i3xx>  la  décomposition  dont  nous  parlons  est  à la  vérité 
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{jossible , mais  la  façon  de  la  faire  ne  se  présente  pas  d’abord 
a l’esprit  ; elle  exige  qu’o'n  suppose  la  première  partie 

— (i — x)“,  ou  \—zx-^xx,  de  façon  que  l’autre  est 

— ff  + 17X+  i2xx‘,  et  on  reconnaît  que  cette  partie  a des 

facteurs  , parceque  17*  — 12  étant  = 1,  est  un  carré.  En 

effet  les  deux  facteur» sont  (a+3x)  (3  + 4'^)  ; desorte  que 
la  formule  devient  (i  — x)*'  -f-  (a  -f-  3x)  (3  + 4^)  , et  qu’on 
peut  maintenant  la  résoudre  par  la  quatrième  règle. 

Mais,  ainsi  que  nous  l’avons  insinué,  on  ne  doit  pas  pré- 
tendre que  cette  décomposition  se  trouve  sur-le-champ;  c’est 
pourquoi  nous  indiquerons  encore  une  voie  générale  pour 
teconnaître  préalablement  si  la  résolution  d’une  telle  formule 
est  possible  ou  non  ; car  il  y en  a une  infinité  qui  ne  peuvent 
donner  des  carrés  ; de  ce  nombre  est  ,•  par  exemple  , la 
formule  3xx -f- 3-  D’un  autre  côté,  il  suffit  de  connaître  uR 
seul  cas  où  une  formule  est  possible  pour  en  trouver  ensuite 
facilement  toutes  les  solutions.*,  c’est  suc  quoi  nous  allons  en- 
trer dans  quelque  détail. 

58.  On ' remarquera , d’après  ce  que  nous  venons  de  dire  * 
que  tout  l’avantage  qu’on  peut  se  promettre  dans  ce»  occasions , 1 
c’est  de  déterminer  ou  de  deviner , pour  ainsi  dire  , quelque 
cas  dans  lequel  une  formule  telle  que  a-f-èx-f-  exx,  se  trans- 
forme en  un  carré;  et  la  voie  qui  se  présente  naturellement 
pour  cela  , est  de  supposer  succes.'^ivement  pour  x de  petits 
nombres  jusqu’à  ce  qu’on  rencontre  un  cas  qui  donne  un 
carré. 

Oc  , comme  x'  peut  être  un  nombre  rompu , qn’on  com- 
mence par  substituer  en  général  à x une  fraction  ~ i et 

si  la  formule  a -I-  — 4-  — qui  en  résulte , est  un  carré , elle 

U uu  ^ 

le  sera  pareillement  après  avoir  été  niultipbée  par  uu  ; desorte 
qu’il  restera  à chercher  pour  t et  pour  u des  valeurs  eu 
Bombres  entiers  , telles  que  ' fa'  formulé  auu  -f-  btu  ctS 

3 
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soit  un  carré.  Il  est  évident  qu’après  cela  la  supposition 

de  a:  r=;  - ne  peut  manquer  de  faire  trouver  la  formule  a 
bx  + égale  à un  carré. 

Si  enfin , quoi  qu’on  fasse , on  ne  parvient  à aucun  cas  sa- 
tisfaisant , on  a tout  lieu  de  soupçonner  qu’il  est  tout-à-fait 
impossible  de  transformer  la  formule  en  un  carré , ce  qui 
arrive  très-fréquemment. 


5q  Présentement  nous  ferons  voir  que  , lorsqu'au  contraire 
on  a déterminé  un  cas  satisfaisant , il  est  facile  de  trouver  tous 
les  autres  cas  qui  donnent  pareillement  un  carré;  on  remarquera 
en  meme  temps  que  le  nombre  de  ces  solutions  est  toujours 
infiniment  grand. 


Considérons  d'abord  la  formule  a -1-  ^xx,  où  0 = 3,  ù = o 
et  C'x=-’]'.  elle  devient  évidemment  un  carré , si  l’on  .suppose 
je  = 1 ; qu'on  fasse  donc  x = i -f-_y , on  aura  xx=  1 -f-  a_y 
H".yV>  notre  formule  devient  9 -f-  i4y  ~h  7yy  > pre- 

mier terme  est  un  carré  ; ainsi  nous  supposerons , «onformé- 
ment  à la  seconde  règle,  la  racine  carrée  de  la  nouvelle  for- 


mule =3 et  nous  aurons  l’équation 


9 + + 7Xy=9  + ^ . 


où  nous  pouvons  effacer  9 de  part  et  d’autre,  et  diviser  par^; 
cela  fait , nous  aurons 


, , Cl  J Gmn — lifnra 

i4nn -f- 7nny  = b/nn -f-mnw;  donc  V 

''  J tin  — mm 

«t  conséquemment 


X 


6mn— 7nn— mn» 
fjnn  — mm 


OÙ  l’on  peut  adopter  pour  m et  n telles  valeurs  qu’on  veut. 

( 

Si  on  fait  m =:  1 etn=i,  on  a n ==  — ÿ ; ou  bien  aussi. 
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puisque  la  seconde  puissance  de  x est  seule , a;  = -f.  i donc 
a •+■  J XX  = 

Si  fn  — 3 et  n :=  1 , on  a x ~ — i , ou  a;  =:  -f- 1 . 

Mais  si  m = 3 et  « =•—  i , on  a x = 17;  ce  qui  donne 
a + 7XX  = aoa5 , le  carré  de  a5. 

Supposons  aussi  m = 8 et  n = 3 , nous  aurons  de  même 
x = — 17  ou  x = -j^i7. 

Mais  en  faisant  /nz=8  et  n=:  — 3,  on  trouve  x=rra7i  j 
desorte  que  a + 7xx=  5i4o8g  =717*. 

60.  Examinons  à présent  la  formule  5xx+3x-|-7,  qui  devient 
un  carré  par  la  supposition  de  x = 1 . Si  nous  faisons  par 

cette  raison  x — 1 , notre  formule  se  change  éa  celle-ci  ; 


5yy—ioy+5 
-f  3^  — 3 
-ht 

^yy—  zy+g. 


dont  nous  supposerons  la  racine  carrée  = 3 — HSL-  consé- 

n 

quemment  noua  aurons 

•U 

bnny  — jnn  = — 6m«  -f-  mmy  ; 
d’où  nous  tirons 


nnn  — 6mn  , - 

y = -p , et  enfin  x 

bnn  — mm 


snn  — Smn  -f-  mm 

5nn  — mm  * 


Soit  mr=a'et  n=i~,  on' a ar:^“—6,  et  parconséquent 

ÿxx  3x  4-'  7 — 1%  ==  1 3*. 


J 


I 
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Mais  si  m= — 2 et  « = i,  on  trouve  x=i8,  et 

5xa:  + 3x  + 7=  i68i  = 4i’- 

' 61.  Considérons  maintenant  cette  autre  formule  jxx  + i5x 
-1-  i3,  où  nous  ne  pouvons  que  commencer  par  la  supposi- 
tion de  x = ayant  substitué  et  multiplié  par  uu  , nous 

avons  la  formule  jtt  -j-  i5tu  i3uu , qui  doit  être  un  carré. 
Essayons  donc  de  prendre  quelques  petits  nombres  pour  les 
valeurs  de  t et  de  u. 


Faisons  t = 1 , a = i , la  formule  deviendra  = 35  , 


t = a,  u=i, 71  , 

*=-.2,  u = — 1 , Il  , 

t = 3,  u = i 121  , 


Or  121  étant  un  carré,  on  est  assuré  que  la  valeur  x=3 
satisfait  ; supposons  donc  x —y  -|-  3 , et  nous  aurons , 
en  substituant  dans  la  formule , 7_yy  -f-  ^ay  4-  63  -f-  i5_y  -f-  45 

4-  i3  , ou  7yy  677  -f-  121.  Soit  la  racine  = n -j-  , 

nous  aurons 


ou 

donc 


ZXy  + 57^  + 121  = 121  -f  4-  , 

'jnny  4-  ^’jnn  = 2217m  4*  '’nmy  ; 


57nn  — 22mn  36nn — aamn'\-Zmm 

V ~~~  » I —I.  I— 1. 1 , 

mm  — jnn  * mm — ynn 

Soit,  par  exemple,  m = 3 et  7»  = 1 , on  trouve  — »> 
•t  la  formule  devient 

i 7XX  4-  i5x  4-  i3  = ^ = (D*. 


Soit  771=1  et  »=i,  on  trouve  x = — **  ^”=3  et 
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71  = — 1 , on  a a;=i|^  , et  la  formule 

7XX  + i5jc  + i3=  = (^)V 

6s.  Mais  souvent  on  perd  son  temps  à chercher  un  cas  oà 
la  formule  proposée  puisse  devenir  un  carré.  Nous  avons  déjà 
dit  que  3xx  + 2 est  une  de  ces  formules  intraitables , et  on 
verra , en  lui  donnant,  d’après  la  règle  , la  forme  3tt  -f-  a uu, 
qu’en  effet , quelques  valeurs  que  l’on  donne  à t et  à u , cette 
quantité  ne  devient  jamais  un  nombre  carré.  Et  comme  les  for- 
mules de  cette  espèce  sont  en  très -grand  nombre, ‘il  est 
important  d’assigner  quelques  caractères  auxquels  on  puisse 
reconnaître  leur  impossibilité , afin  qu’on  soit  souvent  dispei^ 
par  là  d’un  tâtonnement  inutile  : ce  sera  la  matière  du  cha- 
pitre suivant. 
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CHAPITRÉ  V. 


Des.  cas  où  la  formule  a -f“  bx  -}-  cxx  ne  peut 
jamais  devenir  un  carré. 


63.  CjomME  notre  formule  générale  est  de  trois  termes,  nous 
observerons  d’abord  qu’elle  peut  toujours  être  transformée  en 
une  autre  dans  laquelle  le  terme  moyen  manque.  Cela  se  fait 

en  supposant  cette  substitution  change  notre  for- 

, Il  . . t>y — bb  . vy-aiy+ii  Aac — ii4-yy 

mule  en  celle-ci , a — ,ou-î ; 

2c  4‘''  4^ 

et  puisqu’elle  doit  être  un  carré  , qu’on  la  fasse  =—,  on 


aura 


et  parconséquent 


4ac  — bb  -i-yy  = czz , 
yy  = czz  bb  — J^ac. 


Lors  donc  que  notre  formule  sera  un  carré  , cette  dernière 
xzz-\-bb — ^ac  le  sera  pareillement;  et  réciproquement,  si 
celle-ci  est  un  carré , la  proposée  le  sera  de  même.  Parcon- 
séqueiit , si  on  écrit  t à la  place  de  bb  — ^ac,  tout  se  réduira 
à déterminer  si  une  quantité  de  la  forme  czz  -|-  t peut  deve- 
nir un  carré  ou  non.  Et  comme  cette  formule  ne  consiste 
qu’en  deux  termes , il  est  certainement  beaucoup  plus  facile 
par  là  de  juger  si  elle  est  possible  ou  si  elle  ne  l’est  pas  ; c’est 
au  reste  la  nature  des  nombres  donnés  c et  t,  qui  doit  nous 
guider  dans  cette  recherche. 

64-  Il  est  clair  que  si  t = o , la  formule  czz  ne  peut  devenir 
un  carré  que  dans  le  ca.s  où  c est  un  carré  ; car  le  quotient  do 
la  division  d'un  carré  par  un  autre  carréj  étant  pareillement  un 
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carre , la  quantité  czz  ne  peut  etre  un  carre , a moins  que , 

ZtZt 

ou  c , n’en  soit  un.  Ainsi  quand  c n’est  pas  un  carré , la  for- 
mule czz  ne  peut  en  aucune  manière  devenir  un  carré  ; et  au  '' 
contraire,  si  c est  par  soi-même  un  carré,  czz  sera  de  même 
carré,  quelque  nombre  que  l’on  adopte  pour  z. 

65.  Si  nous  voulons  porter  un  jugement  sur  d’autres  cas , 
il  nous  faudra  recourir  à ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  au 
sujet  des  différentes  espèces  de  nombres  considérés  relative- 
ment à leur  division  par  d’autres  nombres. 

Nous  avons  vu  , par  exemple  , que  le  diviseur  3 donne  lieu 
à trois  espèces  différentes  de  nombres  : la  première  comprend 
les  nombres  qui  sont  divisibles  par  3 , et  qu’on  peut  exprimer 
par  la  formule  3n. 

La  seconde  espèce  comprend  les  nombres  qui,  divisés  par  3, 
laissent  i de  reste  , et  qui  sont  contenus  dans  la  formule  3n  -}- 1 . 

A la  troisième  espèce  appartiennent  les  nomlires  dont  la 
division  par  3 donne  a pour  reste,  et  qui  se  représentent  par 
l’expression  générale  3n -f- a.  * * , 

Or,  puisque  tous  les  nombres  sont  contenus  dans  ces  troia 
formules , considérons-en  les  carrés.  D’abord  , s’il  s’agit  d’un 
nombre  qui  soit  compris  dans  la  formule  3n,  nous  voyons  que 
le  carré  de  cette  quantité  étant  ÿnn,  il  est  divisible  non-seu- 
lement par  3,  mais  aussi  par  q.  . 

Que  si  le  nombre  donné  est  compris  dans  la  formule  3n  + 1 , 
on  a le  carré  gnn  Gn  -f-  i , qui,  divisé  par  3 , donne  3nn 

an  avec  le  résidu  1 , et  qui  parconséquent  appartient  de  même  * 
à la  seconde  espèce  3n  -j-  i . 

Enfin , si  le  nombre  en  question  est  compris  dans  la  for- 
mule 3n  -f-  a , on  a à considérer  le  carré  gnn  -f-  lan  -f-  4 ; si 
on  le  divise  par  3 , on  trouve  3nn  -f-  4»*  + > et  i de  reste  ; 
desorte  que  ce  carré  appartient,  ainsi  que  le  précédent,  à 
l’espèce  3n-f-  i. 
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Il  est  clair  par-là  que  les  nombres  carrés  en  général  ne  sont 
que  de  deux  espèces  relativement  au  diviseur  3;  car,  ou  ils 
sont  divisibles  par  3,  et  dans  ce  cas  ils  sont  nécessairement 
aussi  divisibles  par  9 ; ou  bien  ils  ne  sont  point  divisibles  par3, 
et  dans  ce  cas,  il  y aura  toujours  1 de  reste  et  iamais  2.  Par 
cette  raison  aucun  nombre  contenu  dans  la  formule  3n-J-2, 
ne  peut  etre  un  carré. 

66.  Il  nous  est  facile  , au  moyen  de  ce  que  nous  venons 
de  dire,  de  faire  voir  que  la  formule  3xx -j-  2 ne  peut  jamais 
devenir  un  carré,  quelque  nombre  entier  ou  fractionnaire  qu’on 
veuille  substituer  à x.  Car  si  x est  un  nombre  entier  , et  qu’on 
divise  la  formule  3xx  -f-  2 par  3 , il  reste  2 ; donc  elle  ne  peut 
être  un  carré.  Ensuite  si  x est  une  fraction , nous  l’exprime- 
rons par  ^ , et  nous  supposerons  qu’elle  est  déjà  réduite  à set 
moindres  termes , et  que  f et  u n’ont  d’autre  commun  diviseur 

Su  . * 

que  1 . Afin  donc  que f-  2 fût  un  carré  , il  faudrait , en 

' * MU 

multipliant  par  uu , que  3ft  -f-  2uu  fût  de  même  un  carré  ; or 
c’est  ce  qui  ne  se  pqut  : car  le  nombre  u est  ou  non  divisible 
par  3 ; s’il  l’est , t ne  le  sera  pas , parceque  l et  u n’ont  pas 
de  commun  diviseur  ; c’est  pourquoi , si  on  fait  u = '5f,  comme 
la  formule  devient  = oU  -f-  iBff,  on  voit  bien  qu’on  ne  peut  la 
, diviser  par  3 qu’une  fois  et  pas  davantage , comme  il  faudrait 
pouvoir  le  faire  si  elle  était  un  carré  ; en  effet  en  divisant 
d’abord  par  3 , on  a tt  -f-  Sff.  Or  si  d’un  côté  Bff  est  divisible 
par  3,  de  l’autre  U étant  divisé  par  3,  lais-^e  t de  reste  ('*').  Sup- 
posons à présent  que  u ne  soit  pas  divisible  par  3 , et  voyons 
• ce  qui  reste.  Puisque  le  premier  terme  est  divisible  par  3 , il 
s’agira  uniquement  de  savoir  quel  résidu  donne  le  second  terme 
auu.  Or  uu  étant  divisé  par  3 , donne  le  reste  v , c’est-à-dire 


(^)  Cela  revient  à dire  que  si,  après  avoir  divise  par  Sla  formule  3tt  -t- 
le  reste  est  zéro  ; ainsi  qu’il  arrive  dans  l'Iiypiulièse  présente,  le  nombre  ne 
peut  plus  être  que  dans  U formule  Qnn  ; il  faut  doue  qn’il  sqit  divisible  deux 
fois  par  3.  • 
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que  c’est  un  nombre  de  l’espèce  3n  -f-  i ; ainsi  oxm  est  un 
nombre  de  l’espèce  Gn  -f*  2 , et  en  le  divisant  par  3 il  laisse  a 
de  reste  ; parconséquent  notre  formule  Ztt  -f-  2tiU  , si  on  la 
divise  par  Z,  donne  le  résida  2,  et  n’est  certainement  pas  un 
nombre  carré. 

67.  On  peut  démontrer  de  la  même  manière , que  pareil- 
lement la  formule  Ztt  + 5uu  ne  peut  jamais  être  tin  carré  , ^ 
ni  même  aucune  des  formules  suivantes  : 3tt  -f-  8uu , 3/t  + 1 1 tm, 

Ztt  + 1 , où  les  nombres  5 , 8 , 11,  1 4 1 etc.  divisés  par  3 , 
donnent  a pour  résidu.  Çar  si  l’on  suppose  que  u soit  divisible 
par  3 , et  que  parconséquent  t ne  le  soit  pas , et  qu’on  fasse 
n = 3/,  on  parviendra  toujours  à des  formules  divisibles  par  3, 
mais  non  pas  divisibles  par  9.  Et  si  u n’est  pas  divisible  par  3, 
et  parconséquent  que  uu  soit  un  nombre  de  l’espèce  3n  + i , 

on  aurait  le  premier  ternie , Ztt , divisible  par  3 , tandis  que  ' 
les  seconds , Sun  ,8uu)  1 1 uu  , etc.  auraient  les  formes  1 5/i  -f-  5, 
a4n  + 8 , 33n  + ii , etc. , et  laisseraient  constamment  2 de 
reste , quand  on  les  diviserait  par  3. 

68.  Il  est  évident  que  cette  remarque  s’étend  même  jusqu’à 
la  formule  générale  3/f -f- (3n -j- 2).uu , laquelle  en  effet  ne 
peut  jamais  devenir  un  carré  , et  pas  même  en  prenant  pour  n 
des  nombres  négatifs.  Si  on  voulait , par  exemple,  faire  n— — i, 
je  dis  qu’il  est  impos.sible  que  la  formule  Ztt  — uu  puisse  de- 
venir un  carré  ■,  la  chose  est  claire , si  u est  divisible  par  3 ; 
et  si  cela  n’est  pas , comme  dans  ce  cas  uu  est  un  nombre  de 
l’espèce  Zn-\-  1 , notre  formule  devient  Ztt  — 3n  — 1 , ce  qui, 
étant  divisé  par  3 , donne  le  résidu  — 1 ou  2 , en  augmen- 
tant de  3.  En  général , que  n soit  = — m,  on  aura  la  formula 
(3/n  — 2)uu,  qui  ne  peut  jamais  devenir  un  carré. 

69.  Voilà  jusqu’où  nous  conduit  la  considération  du  diviseur  , 
3;  si  nous  regardons  maintenant  aussi  4 comme  un  diviseur , ‘ 
nous  voyons  qu’un  nombre  quelconque  est  toujours  compris 
dans  une  des  quatre  formules  suivantes  : 

ï*.  4/ij  a*,  4n-f  i;  3‘’;4'»-|-a;  4*-4«  + 5. 
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Le  carré  de  la  première  espèce  de  ces  nombres , est  iGnrtf 
et  il  est  parconséquent  divisible  par  i6. 

Celui  de  la  seconde  espèce  + i > est  iGnn  -f-  8n  + i ; 
ainsi  en  le  divisant  par  8 , il  donne  i de  reste  •,  desorte  qu’il 
appartient  à la  formule  8re 

Le  carré  de  la  troisième  espèce,  4"  + 3 > est  i6nn  i6n-f-4» 
si  on  divise  par  iS  , il  restera  4 i donc  ce  carré  est  compris 
dans  la  formule  i6n-f~4-  £abn  le  carré  de  la  quatrième  es- 
pèce 4”  + 3,  étant  i6/m  + a4n  + g,  on  voit  qu’en  divisant, 
par  8 , il  reste  i . 

70.  Nous  apprenons  par-là , en  premier  lieu  , que  tous  les 
nombres  carrés  pairs  sont  ou  de  la  forme  iGn,  ou  de  celle-ci 
lG/i-|-4  j et  conséquemment  que  toutes  les  autres  formules 
paires , savoir  iGn-f- 2,  iGra-f-b,  i6n-f-8,  i6/i-f-io,  iG« 
-f-  12  , iG/t  -f-  i4,  ne  peuvent  jamais  donner  des  nombres 
carrés. 

Ensuite , que  tous  les  carrés  impairs  sont  contenus  dans  la 
seule  formule  8/»  -f-  i ; c’est-à-dire  que  si  on  les  divise  par  8 , 
ils  laissent  le  reste  1.  Et  il  suit  de  là  que  tous  les  autres  nom- 
bres impairs,  qui  auront  la  forme  ou  de  8n-f-3,  ou  de  8n-}-5, 
ou  de  8re  -f-  7 , ne  pourront  jamais  être  des  carrés. 

71.  Ces  principes  fournissent  une  nouvelle  preuve  que  la 
formule  3tt -f-  auu  ne  peut  être  un  carré.  Car,  ou  les  deux  ' 
nombres  t et  w sont  impairs  , ou  l’un  est  pair  et  l’autre  est 
impair.  Ils  ne  peuvent  être  pairs  l’un  et  l’autre , parceque  si 
cela  était,  ils  auraient  au  moins  le  commun  diviseur  n.  Dans 
le  premier  cas  où  tt  et  uu  sont  compris  dans  la  formule  8n 
-f-  1 , le  premier  terme  étant  divisé  par  8 , laisserait  le  ré- 
sidu 3,  et  l’autre  terme,  2uu,  laisserait  2;  ainsi  le  résidu  total 
serait  5 ; ainsi  la  formule  en  question  ne  peut  être  un  carré. 
Mais  si  le  second  cas  a lieu,  et  que  t soit  pair  et  u impair, 
le  premier  terme  Ztt  sera  divisible  par  4 , et  le  second  terme 
9.UU,  si  on  le  divise  par  4»  laissera  2 de  reste;  ainsi  les  deux 
termes  ensemble , divisés  par  4 > laissent  2 de  reste , et  ne 
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peuTent  parcooséquent  former  un  carré.  EnEn , ei  on  voulait 
supposer  u un  nombre  pair  = 3/,  et  t impair; , desorte  que 
//  = 8»  + 1 , notre  formule  se  changerait  en  celle-ci,  34/1 3 
■+■  877»  divisée  par  8 , laisse  3,  et  ne  peut  donc  être  un 
carré. 

Cette  démonstration  s’étend  aussi  à la  formule  3tt+(8n4*3)uu, 
pareillement  à celle-ci,  (8m -f- 3) -f- suu , et  mêm» aussi  à 
celle-ci,  (8m-4-3)  W-f- (8n-(-3)uu  , où  l’on  peut  substituera 
m et  à n tous  les  nombres  entiers  tant  positifs  que  négatifs. 

73.  Mais  allons  plus  loin  , et  considérons  le  diviseur  5,  à 
l’égard  duquel  tous  les  nombres  se  rangent  en  cinq  classes  : 

1®.  5n  ; a°.  5n  -f- 1 ; 3°.  5n  + a ; 5n  4-3,  5®.  ' 

Nous  remarquerons  d’abord  que  si  un  nombre  est  de  la  pre- 
mière espèce  , son  carré  aura  la  forme  aSnn , et  sera  parcon- 
séquent  divisible  non-seulement  par  5 , mais  aussi  par  s5. 

Tout  nombre  de  la  seconde  classe  aura  un  carré  de  la 
forme  s5nn  -f-  1 on  -f-  1 •,  et  comme  la  division  par  5 donne  le 
résidu  i , ce  carré  sera  compris  dans  la  formule  5n  -f-  1 . 

Les  nombres  de  la  troisième  espèce  auront  le  carré  sSnn 
-f-  30rt-f-4i  qui,  divisé  par  5,  donne  4 de  reste. 

Le  carré  d’un  nombre  de  la  quatrième  espèce , est  aSnn 
-f-  Son  -j-  9 ; si  on  le  divise  par  5 , il  reste  4*  , 

EnEn  le  carré  d’un  nombre  de  la  cinquième  classe,  est 
a5nn  4on  1 6 ; qu’on  divise  ce  carré  par  5 , il  restera  1 . 

Lors  donc  qu’un  nombre  carré  ne  peut  être  divisé  par  5,  !* 
résidu  de  la  division  sera  toujours  1 ou  4 > et  jamais  2 ou  3; 
et  il  s’ensuit  qu’aucun  carré  ne  peut  être  contenu  dans  les 
formules  5/t -f- 3 et  5n  -f-3. 

73.  Nous  partirons  de  là  pour  prouver  qoe  ni  la  formule 
5u  -f-  mu , ni  gelle^i , -f-  3uu , ne  peuvent  être  des  carrés. 

Car,  ou  bien  u est  divisible  par  5 , ou  il  ne  l’est  pas  : dans  le 
premier  cas,  ces  formules  seront  divisibles  par  5 , mais  elles  ne 
le  seront  pas  par  aâ  *,  donc  elle»  ne  pourront  être  des  carrés. 


{ 
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Si , au  contraire,  u n’est  pas  divisible  par  5 , uu  sera  ou  5n4- 1 ; 
ou  5n-i~4  ■>  et  dans  le  premier  de  ces  cas , la  première  for- 
mule se  change  en  celle-ci,  5«  -f-  + 2 , qui , divisée 

par  5 , laisse  2 de  reste  , et  la  seconde  formule  devient  5tt 
+ 1 5n  -f-  3 , ce  cpii  étant  divisé  par  5 , donne  3 de  reste  , de- 
sorte  que  ni  l’une  ni  l’autre  ne  peuvent  être  un  carré  ; quant 
au  cas  de  u = 5n-f-4,  la  première  formule  devient  5/t-f-iore 
+ 8 , ce  qui , divisé  par  5 , laisse  3 ; et  l’autre  devient  5tt  1 5n 
+ 12,  ce  qui , divisé  par  5 , laisse  2 ; ainsi . dans  ce  cas  , les 
deux  formules  ne  peuvent  plus  être  des  carrés. 

On  observera,  par  un  raisonnement  semblable,  que  ni  la 
formule  3tf  -f-  (5n  a)  uu , ni  cette  autre , 5tt  -j-  (5n  -f-  3)  uu , 
ne  peuvent  devenir  des  carrés , puisqu’on  parvient  aux  mêmes 
restes  que  nous  venons  de  trouver.  On  pourrait  même  écrire 
dans  le  premier  terme  5mtt  au  lieu  de  5tt , pourvu  que  m ne 
fût  pas  divisible  par  5. 

74.  De  ce  que  tous  les  carrés  pairs  sont  compris  dans  la 
formule  4^  > et  tous  les  carrés  impairs  dans  la  formule  4u  4- 1 , 
et  que  parconséquent  ni  4^  -j-  a,  ni  4u  4-  3 , ne  peuvent  de- 
venir des  carrés , il  s’ensuit  que  la  formule  générale  (4m-|-3)tt 

(4u-j-3)uu  ne  peut  jamais  être  un  carré.  Car  supposons 
que  t soit  pair,  U pourra  être  divisé  par  4j  et  l’autre  terme 
étant  divisé  par  4>  donnera  3 de  re.ste'.'et  si  nous  supposons 
les  deux  nombres  ( et  u impairs , les  restes  de  tt  et  de  uu  se- 
ront 1 , et  parconséquent  le  reste  de  la  formule  entière  sera  2 ; 
or  il  n’est  aucun  nombre  carré  qui,  divisé  par  4>  laisse  2 de 
rerte. 

Nous  remarquerons  aussi  que  tant  m que  n peuvent  même 
être  pris  négativement , ou  = o , et  qu’il  suit  de  là  que  les  for_ 
mules  3tt  -|-  3uu  et  3tt  — uu  ne  peuvent  pas  non  plus  se  trans- 
former en  des  carrés. 

75.  De  même  que  nous  avons  trouvé  pour  un  petit  nombre 
de  diviseurs , que  quelques  espèces  de  nombres  ne  peuvent 
jamais  devenir  des  carrés , on  pourrait  déterminer  de  pareille» 
espèces  de  nombres  pouf  tous  les  autres  diviseurs. 

Qu’il 
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Qu’il  s’agisse  du  diviseur  7 , on  aura  à distinguer  sept  dif-  . . 
férentes  espèces  de  nombres,  dont  nous  examinerons  aussi  lee 
carrés. 


Espèces 
des  Nombres. 

Leurs  carrés  sont  de  l’espèce 

« 

1®.  7/1 

4q///i 

7/1  ( 

2®.  7/1  -f-  1 

49^71  -f-  1/ÇtI  -f-  1 

7/1  + 1 

3®.  7/1  -f-  a 

4q/i/i  + 28/1  + 4 

+ 4 

4®.  7/1  3 

49/1/1  + 42/1  + 9 

7/1  + 2 

5®.  7/1  + 4 

49/1/1  + 5G/1  + iG 

7/1  + 2 

G®.  7/1  + 5 

4q/i/i  + 70/1  + a5 

7/1  + 4 

7°.  7/1  + G 

49  nn  + 84/1  + 36 

7/1  + I 1 

Puis  donc  que  les  carrés  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  7^' 
•ont  tous  contenus  dans  les  trois  formules  7/1  -f"  • > 7"  + 3 , 
7«  + 4 > d est  clair  que  les  trois  autres  formules,  7/1  -|- 3, 
7«  + 5 et  'jn  + 6 , ne  s’accordent  pas  avec  la  nature  des 
nombres  carrés. 

76.  Pour  entrer  encore  mieux  dans  le  sens  de  cette  conclusion 

on  remarquera  que  la  dernière  espèce  , 7/1  -f*  6 , peut  aussi 
s’exprimer  par  7/1 — 1 ; que  pareillement  la  formule  7/1 -)- 5 
est  la  même  que  7/1 — 2,  et  7/!  -f-4i  même  que  7/1  — 3. 
Car  , il  est  évident  que  les  carrés  des  deux  espèces  et 

•jn  — i , divisés  par  7 , donneront  le  même  résidu  1 ; et  que  les 
carrés  des  deux  espèces , 7«  -)-  2 et  7/1  — 2 , doivent  se  ressem- 
bler de  la  même  manière. 

77.  En  général  donc,  quel  que  soit  le  diviseur,  que  nou« 
indiquerons  par  la  lettre  d,  les  différentes  espèces  de  nombres 
qui  en  résultent , sont 

dn 

dn-^  l , dra  -f-  2 , dn  -f-  3 , etc. 

d/1—1 , dn  — fl  , dn  — 3,  etc. 
p.  £ 
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OÙ  les  carrés  de  du  + i et  - i , ont  cela  de  commun  , 
«u’étant  divisés  par  d , ils  laissent  le  reste  . , desorte  qu  .1. 
appartiennent  à la  même  formule  du  + . •.  de  meme  les  carrés 
des  deux  espèces  dn  + 2 et  r/n  - 2,  appartiennent  a la  meme 
formule  du + 4-  De  façon  qu’on  peut  conclure  en  general  que 
les  carrés  des  deux  espèces  ,dn  + aet  dn-a,  étant  div.ses 
par  d , donnent  un  meme  résidu  aa , ou  celui  qui  reste , en 

divisant  aa  par  d.  ^ ^ • c •»' 

78  Ces  remarques  suffisent  pour  indiquer  une  infinité  de  for- 
mules, telles  que  att  + buu , qui  ne  peuvent  en  aucune  ma- 
nière devenir  des  carrés.  C’est  ainsi  que  le  diviseur  7 donne 
facilement  à connaître  qu’aucune  de  ces  trois  formules  , 7U 
4-  3uu  7tt  + 5uu  , 7«  + 6uu  , ne  peut  devenir  un  carre  ; 
Irceqûe  la  division  de  u par  7 ne  donne  pour  res.du  que  1 
L n ou  4 -,  et  que  dans  la  première  de  ces  formules  il  reste  ou  3, 
ou  6 , ou  5 -,  dans  la  seconde  , 5 . 3 et  G , et  dans  la  troisième . 

6 ou  5 ou  3 ce  qui  ne  peut  avoir  heu  dans  des  carres.  Lor» 
donc  qu  on  rencontre  de  pareilles  formules,  on  est  .sur  qn  on 
ferait  des  efforts  inutiles  en  cherchant  a deviner  quelque  ca. 
Où  elles  deviendraient  des  carres,  et  c est  pourquoi  les  consi- 
dérations dans  lesquelles  nous  venons  d’entrer,  ne  laissent  pas 

^ lu  wntraire,  une  formule  proposée  n’est  pas  de  cette 
Uature,  nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précèdent  qu  .1  suffit 
de  trouver  un  seul  cas  où  elle  devient  un  carre,  pour  etre 
en  état  d'en  déduire  une  infinité  d’autres. 

•La  formule  proposée  était  proprement  axx-h  & , et  comme 
on  trouve  ordinairement  pour  x des  fractions,  nous  avions 

.upposé  ensorte  qu’il  s’agissait  de  transformer  en  un 

carré  la  formule  att  -f-  buu. 

Mais  il  ne  laisse  pas  d’y  avoir  souvent  une  infinité  de  cas  où  a; 
Peut  même  être  assigné  en  nombres  entiers,  et  c est  de  la 
détermination  de  ces  cas  que  nous  nous  occuperons  dans 
chapitre  suivant. 
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Des  cas  en  nombres  entiers,  oit  la  formule  axx-{-b 
devient  un  carré. 

7g.  IN*otJ  S avons  déjà  fait  voir  plus  haut  comment  on  doit 
transformer  des  formules  telles  que  a-\-hx-\-  cxx,  si  on  veut 
faire  disparaître  le  second  terme  ; ainsi  nous  n’étendrons  qu’à 
la  formule  axx-f-iles  recherches  présentes  dont  l’objet  sera 
trouver  pour  x uniquement  des  nombres  entiers  qui  puissent 
transformer  cette  formule  en  carré.  Or  il  faut , avant  toutes 
choses  , qu’une  .telle  formule  soit  possible  ; car  si  elle  ne  l’est 
pas,  on  ne  trouvera  pas  même  pour  x des  valeurs  fraction- 
naires , bien  loin  de  pouvoir  trouver  des  nombres  entiers. 

8o.  Qu’on  suppose  donc 

axx-\-b=iyy , 

où  a et  6 sont  des  nombres  entiers , et  où  x et  ^ doivent  être 
de  même  des  nombres  entiers. 

Or  il  est  absolument  nécessaire  ici  qu’on  sache , ou  qu’on 
ait  déjà  trouvé  un  cas  en  nombres  entiers , sans  quoi  ce  serait 
une  peine  perdue  de  chercher  d’autres  cas  semblables,  puis- 
qu’il se  pourrait  que  la  formule  fût  impossible. 

Ainsi  nous  supposerons  que  cette  formule  devienne  un  carré, 
si  l’on  fait  x=f,  et  nous  indiquerons  ce  carré  par  gg  , 
cnsorte  que 

aff+b  = gg, 

» 
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OÙ  f et  g sont  des  nombres  connus.  Tout  se  réduit  donc  i 
déduire  de  ce  cas  d’autres  cas  semblables  ; et  cette  rechercha 
est  d’autant  plus  importante,  qu’elle  est  sujette  à des  difficul- 
tés considérables  que  nous  viendrons  cependant  à bout  de 
surmonter  par  les  artifices  que  nous  allons  faire  coaaaître. 

8i.  Puisqu’on  a déjà  trouvé 

•t  que  d’ailleurs  il  faut  aussi  que 

axx  -f-  b ~yy , 

soustrayons  la  première  équation  de  la  seconde , et  noos  en 
aurons  une  nouvelle, 

axx  — aff=:yy-~gg, 

rjui  peut  se  représenter  par  des  facteurs , de  la  manière  suivante  : 

+/)  + g)  (.y  —g)> 

et  qui , en  multipliant  de  plus  les  deux  membres  par  pq , 
devient 

ap9i^+f)i^—f'i=p^y+ë)^y—g)- 


Si  nous  décomposons  maintenant  cette  équation,  en  faisant 
oK^+/)  = ?(>+ê-).  et  q(x—f)=ip{y^g'), 

mous  pourrons  tirer  de  ces  deux  équations  des  valeurs  des 
deux  lettres  x et  y.  La  première  divisée  par  q , donne 

la  i«coade  divicée  parp,  donne  , 


qx  — qf 

y-s-—^t 
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soustrayant  cette  dernière  égalité  de  l’autre  oB  a ' 

_ {app—qq)^+{app+qq')f . 

à pq 

OU 

, ^pqs=(.app--qq)jc  + (app-i-qq)f; 

donc 

^ppq  ' (°pp+qq)f 

app—qq  app—qq  * 

et  par-là  on  obtient 

■ ^p:qq  (.opp+qq\fq  qf 

y s app—qq  {app—qq)p  p* 


Et  comme  dans  cette  dernière  valeur  les  deux  premiers  termes , 
qui  contiennent  la  lettre  g,  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

p(.°PP'i^qq)  ^ qyg  jgj  deux  autres  termes  , où  se  trouve 


_^ofpq 


, tous  les 


app—qq 

la  lettre  f,  peuvent  s’exprimer  par  — 
termes  seront  réduits  à la  même  dénomination,  et  on  aura 
_ gjopp+qq') — ^ofpq 

y app—qq 


82.  Ce  procédé  semble  d’abord  ne  point  convenir  à notre 
but , puisque  devant  trouver  pour  x et  pour  y des.  nombres 
entiers , nous  sommes  parvenus  à des  résultats  fractionnaires , 
et  qu’il  s’agirait  de  traiter  cette  nouvelle  question,  quels 
nombres  on  peut  substituer  à p et  à q pour  que  les  fractions 
disparaissent?  question  qui  paraît  plus  dilEcile  encore  que 
notre  question  principale.  Maïs  on  peut  employer  ici  un  ar- 
tifice particulier  qui  nous  fera  parvenir  facilement  au  but  ; 
nous  allons  l’expliquer. 

Comme  tout  doit  être  exprimé  en  nombres  entiers,  faisons. 

opp+qq  . ^pq 

—=m,  et  — — = n, 

app—qq  app—qq 
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pour  avoir 
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x—ng—mf,  et  y = mg~naf. 

Or  nous  ne  pouvons  pas  prendre  ici  m.  et  n à volonté , 
puisque  ces  lettres  doivent  se  déterminer  de  façon  à répondre 
aux  déterminations  précédentes;  ainsi  nous  considérerons  pour 
cet  effet  leurs  carrés,  et  nous  verrons  que 


_ aap*-*-^-appcjq+q*  ' . 

mm  ; et 

aap^ — Qappqq+q^ 


4ppqq 

nn= T , 

aap* — aappqq-\-q* 


et  que  parconséquent 


mm  — ann 


aap^-\-9.appqq-\-q^ — 4appqq 
aap* — 7,appqq-\-q* 

aap^ — zappqq  + 

aap  * — 2appqq  -f-  q+ 


83.  On  voit  par-là  que  les  deux  nombres  m et  n doivent  être 
tels  que  mm=ann-^-i.  Ainsi,  comme  a est  un  nombre 
connu , il  faudra  commencer  par  songer  aux  moyens  de  dé- 
terminer pour  n un  nombre  entier  , tel  que  ann  +*  t de- 
vienne un  carré , car  après  cela  m sera  la  racine  de  ce  carré  ; 
et  quand  on  aura -déterminé  pareillement  le  nombre  y,  de  ma- 
nière que  aff  + b devienne  un  carré , savoir  gg , on  aui'a  pour  x 
et  pour_y  les  valeurs  suivantes  en  nombres  entiers , 


x = ng  — mf  et  y = mg  — /laf, 
et  enfin  par-là 

axx  -f-  b ~yy- 

84-  Il  est  évident  qu’ayant  une  fois  trouvé  m et  n , on  peut 
écrire  à leur  place  — m et  — «,  parceque  le  carré  nn  ne  laisse 
pas  de  rester  le  même. 

Mais  nous  ayons  fait  entendre  que  pour  trouver  x et  y en 
nombres  entiers,  de  manière  que 

axx  + b=yy, 

f 
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il  fallait  d’abord  connaître  un  cas  tel  que 

lors  donc  qu’on  aura  trouvé  un  semblable  ca» , il  faudra  tâcher 
encore  de  connaître,  outre  le  nombre  a,  des  valeurs  de  m et 
de  n , telles  que 

ann  -f-  i = mm , 

et  nous  en  donnerons  la  méthode  dans  la  suite.  Quand  enGn 
tout  cela  sera  fait,  on  aura  un  nouveau  cas,  savoir, 

x = n^-\-mf,  et  y — m^-i-naf, 
et  après  cela , 

axx  -f-  b =yy. 

Mettant  ensuite  ce  nouveau  cas  à la  place  du  précédent , 
qu’on  avait  regardé  comme  connu  ; c’est-à-diie , écrivant  ng 
-f-  mf  au  lieu  de^",  et  mg  -f-  uaf  au  lieu  de  g , on  aura  pour  x 
et  y de  nouvelles  valeurs  , par  lesquelles , si  on  les  substitue 
à JC  età_y,  on  en  trouve  ensuite  d’autres  nouvelles,  et  ainsi 
de  suite  aussi  loin  qu’on  voudra  ; desorte  qu’au  moyen  d’un 
seul  cas  qu’on  connaissait  d’abord,  on  en  détermine  après  cela 
une  infinité  d’autres. 

85.  La  manière  dont  nous  sommes  parvenus  à cette  solution 
était  assez  embarrassée  , et  paraissait  d’abord  nous  éloigner 
de  notre  but,  puisqu’elle  nous  avait  conduits  à des  fractions 
compliquées  qu’un  hasard  heureux  a seul  pu  réduire  ; il  sera 
donc  à propos  d’indiquer  une  voie  plus  courte  , pour  arriver 
à la  meme  solution. 

86.  Puisqu’il  faut  que 

1 axx  + i ~yy  t 

«t  que  l'on  a déjà  trouvé 

4 
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la  première  équation  nous  donne 

et  la  seconde  donne 

parconséquent  il  faut  aussi  que 

yy—axx:=gg—aff, 

et  tout  se  réduit  maintenant  à déterminer  les  inconnues  x et_y 
par  le  moyen  des  quantités  connues  y*  et  g.  On  voit  que  pour 
cet  effet  on  pourrait  faire  simplement  x =f  et  y~g-,  mais 
on  reconnaît  aussi  que  cette  supposition  ne  fournirait  pas  un  cas 
autre  que  celui  qu’on  connaissait  d’avance. 

Ainsi  nous  supposerons  qu’on  ait  déjà  trouvé  pour  n un 
nombre  tel  que  c(nn  -f-  i soit  un  carré , ou  bien  que 

ann  -f-  t = mm  j 

cela  posé,  nous  avons 

mm  ■—  ann  = i ; 

et  en  multipliant  par  cette  équation  la  dernière  que  nous  avions 
ci-dessus , nous  trouvons  aussi  que 

yy  — axx=  {gg  — ajf)  (mm  — ann)  = ggmrn  — nffmnk 

— ag^nn  -f-  aaffim. 

Supposons  à présent 

y x=  gm  -f-  afn . 

nous  aurons,  après  les  réductions, 

ggmm  -f-  aàfgmn  + aaffnn  — axx  = ggmm — affrnm 

— ng'g'nn  -1-  aaJTnn  , 
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desorte  qu’il  reste 

axx  = affmm  -f-  aggnn  aafgmn  ; 

•r  cette  formule  est  évidemment  un  carré , et  donne 
X =fm  + gn  ; 

ainsi  nous  avons  trouvé  pour  x et  les  mêmes  formules  que 
ci-dessus. 

87.  Il  sera  nécessaire  maintenant  de  rendre  cette  solution 
plus  claire  , en  l'appliquant  à quelques  exemples. 

Première  question.  Trouver  pour  x toutes  les  valeurs  en 
nombres  entiers , telles  que  2x.r  — 1 devienne  un  carré , ou 
qu’on  ait 

2XX  — 1 —yy. 

Nous  avons  ici  c = a et  i = — 1 , et  il  se  présente  aussitôt 
un  cas  satisfaisant,  qui  est  celui  où  x = 1 et  _y  = i.  Ce  cas 
connu  nous  donne  f=.  1 et  g = 1 ; or  il  s’agit  de  plus  de  dé- 
terminer une  valeur  de  n , telle  que  znn  -j-  1 devienne  un 
carré  mm  ; et  on  voit  d’abord  aussi  que  ce  cas  a lieu  quand  ^ 
n — a,  et  parconséquent  m = 3 ; ainsi  chaque  cas  connu  pour 
f et  g nous  donnant  ces  nouveaux  cas 

x = 5f+zg,  et  y = 5g  + 4f, 

nous  tirons  de  la  première  solution  , f~i  et  g = 1 , les  nou- 
velles solutions  suivantes  : 


X — f — 1 

5 

a.q 

iGq,  etc. 

y ~ g=l 

7 

4' 

2oq  , etc. 

88.  Seconde  question.  Trouver  tous  les  nombres  triangu- 
laires qui  sont  en  meme  temps  des  carrés. 

Soit  Z la  racine  triangulaire,  ce  sera  le  triangle  — qui 
devra  être  en  même  temps  un  carré  , et  si  nous  nommons  X 
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la  racine  de  ce  carré,  il  faudra  que 

zz  4-  Z • 

— XX. 

a 

Multiplions  par  8 , nous  aurons 

4m  + 4^  = 8xx  ; 

et  ajoutons  encore  i de  chaque  coté,  pour  avoir 

4z2  + 4^  -f-  1 = ( -{-  • )“  = “f*  * • 

Ai  nsi  la  question  est  de  faire  ensorte  que  8xx  + t devienne 
un  carré;  car  si  l’on  trouve 

8xx  -f-  1 =jy, 

on  aura 

_y  = as  + 1 , 

et  conséquemment  la  racine  triangulaire  cherchée , 


Or  nous  avons  a = 8 et  é = i , et  un  cas  satisfaisant  se 
présente  sur-le-champ,  savoir  y r=o  et  g~i.  On  voit  de 
plus  que 

8nn  -f-  I = mm , 

en  faisant  n = i et  m = 3 ; donc 

x = 5f-i-g  et  y-3g  + 8f-, 

et  puisque 


BOUS  aurons  les  solutions  suivantes  : 


f 

t) 

J S 

ao4 

1 il'9 . etc. 

y==  g = i 

3 

9.9 

577 

35G3,  etc. 

y — I ^ 

a 

1 

8 

4,9 

s88 

1681  , etc. 

’ . riiQiSzrc:  !;y  C 
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89.  Troisième  question.  Trouver  tous  les  nombres  penta- 
gones , qui  sont  en  même  temps  des  carrés. 

3ss — Z 

Que  la  racine  soit  z,  le  pentagone  sera  = — - — , que 
nous  égalerons  au  carré  ; ainsi 

5zz  — Z = 2XX  ; 

multipliant  par  la  et  ajoutant  l’unité,  nous  avons 
56zz — laz  + 1 = a4xx+  1 z=(Gz—  1)*; 
et  faisant 

o4xx  + 1 =yy , 

il  faudra  que 

y+  I 

. _y  = 6z  — 1 , et  z = —^ — • 

Pubqu’ici  G 24  et  b =:  1 , on  connaît  le  c&sf—o  etg=i; 
et  comme  il  faut  que 

24nu  + t = > 

on  fera  n = 1 , ce  qui  donne  m = 5 ; ainsi  on  aura 
X = 5f  + g et  ^ = 5g  4-  a4/; 

V 4 1 . . 1 — y 

et  non-seulement  z=4_ — ^ mais  aussi  z = — g-»^,parce- 
que  l’on  peut  écrire 

y = 1 — 6z  ; 

de  là  résultent  enfin  les  solutions  suivantes  : 


x=  / ==0 

1 

10 

99 

980  etc. 

y=:  g =1 

5 

49 

485 

4801  etc. 

* G 5 

1 

3 

81 

etc. 

1 — y 

1 

a 

*3' 

— 8 

— 

» 

— 800,  etc. 
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qo.  Quatrième  question.  Trouver  tous  les  carrés  en  nombres 
entiers , qui , pris  sept  fois  et  augmentés  de  a , redeviennent 
des  carrés. 

On  demande  parconséquent  que 

7xx-i-a=yy; 

où  0 = 7 et  b = 9.\  et  le  cas  connu  , savoir  x~i\  s’ap- 
perçoit  aussitôt  ; desorte  que 

x=f=i,  ety=gx=5. 

Si  l’on  considère  ensuite  l’équation 

7«n  + 1 = mm , 


on  trouve  facilement  aussi  que  n = 3 et  m = 8;  done 

x=Bf+3g  ety  = 8g-i-2if, 

et  on  aura  les  solutions  qui  suivent  : 

x=f=  1 I 17  I 271 
y =g  = 3 I 45  I 717,  etc. 

qi.  Cinquième  question.  Trouver  tous  les  nombres  trian- 
gulaires , qui  sont  en  même  temps  pentagones. 

Que  la  racine  du  triangle  soit  =p  et  celle  du  pentagon» 
q , il  faudra  que 


PP  + P _3qq  — q 


, ou  3qq  — + 


qu’on  cherche  q , on  aura  d’abord 


et  de  là 


qq  = ^,q  + PLfP; 


PP  ri- P 


OU 


^ ..iri+y'v/iapp  + I2p  + 1 
, q =1^3 g- . 

•A...  ^ U 
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Parconséquent  il  s’agit  de  faire  ensorte  que  i app  -f-  1 2p  -|-  i 
devienne  nn  carré,  et  même  en  nombres  entiers.  Or  comme 
il  y a ici  un  terme  moyen  lap , on  commencera  par  faire 
1 

P = — - — , hypothèse  qui  donnera 

1 2pp  = 5xx •—  fix  + 3 et  iap  = Sx  — 6 ; 
parconséquent 

lapp  + lap  4*  t =3rx  — a ; 

c’est  cette  dernière  quantité  présentement  qu’il  est  questioa 
de  transformer  en  im  carré. 

Si  donc  on  fait 

3xx  — a =yy , 

on  aura 


ainsi  tout  dépend  de  la  formule 

3xx  — a ~yy , 

«t  on  a ici 

0 = 3 et  i=— a; 
et  de  plus  nn  cas  connu 

X=t=f=i  et  y=g=i-, 
enfin  dans  l’équation 

fnm  = 3nn  -f-  1 , 

en  a 

71  = 1 et  771  = a ; 

donc  on  trouve,  tant  pour  x et ^ que  pour  p et  q , les  valeurs 
suivantes  ; 

D’abord 

X = a/+g-,  et  y-  = a^  + 3/, 
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ensuite 


X = J — 1 

3 

1 I 

y=g=i 

5 

i.9j 

p = o 

1 

5 

<7  = ï 

1 

T <5 

3 

ou  <7  = 0 

— 3 

— 

g2.  Jusqu’à  présent , quand  la  formule  proposée  contenait  un 
second  terme,  nous  étions  obligés  de  le  retrancher  ; mais  ce^ 
pendant  il  est  possible  d’appliquer  la  méthode  que  nous  ve- 
nons de  donner , sans  faire  disparaître  ce  second  terme  ; nous 
allons  encore  en  expliquer  la  manière. 

■ Soit  ajcx  -^bx  c la  formule  proposée  qui  doit  être  aa 
carré , ou  =yy  > et  qu’on  connaisse  déjà  le  cas 


Si  on  soustrait  cette  équation  de  la  première,  on  aura 
a(.xx—ff)  + b(^x—f)=yy~gg, 
ce  qu’on  peut  exprimer  par  des  facteurs  comme  il  suit  : 
(or— /•)  (^ax+af+b)z=(y  — g)(y-i.g). 
Qu’on  multiplie  de  part  et  d’autre  par  pq , on  aura 


(.ax  + af+b)=pq  (y  — g)  (.y+g), 

et  on  décomposera  cette  équation  en  ces  deux  : 

t°.  pix—f)=q(y—g')-,  a'^.q(ax  + af+b)=p(y+gy. 

Multipliant  maintenant  la  première  par  p,  et  la  seconde  par  q , 
et  soustrayant  le  premier  produit  du  second , on  obtient 

(aqq—pp)x  + (aqq  +pp)f+  bqq=agpq. 


Digitized  by  GoogI 


D’A  L C E B R E. 


75 


ce  qui  donne 


25P<7 


{aqq+pp)f  bqq 


aqq-^  PP  aqq  —pp  aqq  — pp 

Mais  k première  équation  est 

^afqq 


q(.y—g')  —P 


bqq 


ainsi 


aqq—pp  aqq—pp  aqq—pp. 

^nfpq  f>pq 


y ^ aqq—pp  aqq—pp  aqq—pp* 
et  parconséquent 


y — s: 

^ ° \aqq  — ppj  aqq  — 


bpq 


aqq  — ppJ  aqq  — pp  aqq  — pp 


Il  s’agit  ici  de  chasser  les  fractions  ; faisons  pour  cet  effet, 
comme  ci-devant. 


221±iî’,=  „,  = 

aqq—ppi  aqq—pp 

\ 

et  nous  aurons 

, aaqq  ao  m-f-i 

aqq  — pp  aqq—pp  aa 

donc 

x^ng  — mf—  ,y  = mg  — naf  — ^ bn, 

où  les  lettres  m et  n doivent  être  telles,  ainsi  qu’auparavajit , 
que  mm  = ann  -f-  i . 

93.  Les  formules  que  nous  venons  de  trouverponr  x et  pour 
y , sont  encore  melées  avec  des  fractions  , puisqu’il  y en  a dans 
les  termes  qui  renferment  la  lettre  b\  et  cela  fait  qu’elles  ne 
répondent  pas  à notre  but.  Mais  il  faut  remarquer  que  si 
de  ces  valeurs  on  passe  aux  suivantes , on  trouve  constamment 


\ 
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des  Hombres  entiers  qu’à  la  vérité  on  eût  trouvés  beaucouj* 
plus  facilement  par  le  moyen  des  nombres  p et  q que  nous 
avions  introduits  dès  le  commencement.  En  effet,  qu’o» 
prenne  p et  q , de  façon  que  pp  — aqq  -f-  i , on  aura 

aqq—pp  — —X  , 

et  les  fractions  disparaîtront.  Car  alors 

a:  = — ^.gpq  + P/’)  + 

et  y=^g{aqq  +pp)+uafpq  + bpq-, 

tuais  comtne  dans  le  cas  connu 

off+bf+c  = gg, 

on  ne  rencontre  que  la  seconde  puissance  de  g,  il  est  indif-> 
férent  quel  signe  l’on  donne  à cette  lettre  ; qu’on  écrive  donc 
— g au  lieu  de  +g,  on  aura  les  formules 

xz=agpq  + f(aqq-^pp)  ■+■  bqq , 
et  y —g  {aqq+pp)  + aa/pq  -\-bpq , 

et  on  sera  assuré  maintenant  que 

axx-\-bx-\-c-=.yy. 

Qu’on  cherche,  par  exemple,  les  nombres  hexagones  qui 
sont  aussi  des  carrés. 

Il  faudra  que  zxx — x=yy , où  a~a,  b =— i et  c=ô, 
et  le  cas  connu  sera  évidemment 

x=fz=i  et  yz=g=i. 

De  plus  , pour  que  pp  = aqq  + i il  faut  que  q = a et 
p — 3 ; ainsi  l’on  aura 

x=iag+)7/— 4,  et  y'  = i7g  + a4/— 6, 
d’où  résultent  les  valeurs  qui  suivent  : 
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«=/=! 
y =s=» 


a5  I 841 , etc. 
35  I n 89 , etc. 


94-  Arrêtons-nous  encore  à notre  première  formule  où  le 
second  terme  manquait,  et  examinons  les  cas  qui  font  de  la 
formule  axx  -f-  b un  carré  en  nombres  entiers. 

Soit  donc 

axx  -|-  b =yy, 

•t  il  s’agira  de  remplir  deux  conditions  : 

i®.  Qu’on  connaisse  un  cas  où  cette  équation  ait  lien,  et 
»ous  supposerons  ce  cas  exprimé  par  l'equation 

°ff  +^=S5- 

Sl‘.  Qu’on  connaisse  des  valeurs  de  m et  de  n , telles  qus 
' mm  = ann  1 , 

ce  que  nous  enseignerons  à trouver  dans  le  chapitre  suivant. 
De  là  résulte  un  nouveau  cas  , savoir , ' 

x=ng-\-mf,  et  y=zmg-i-anf, 

qui  conduit  ensuite  à d’autres  cas  pareils  que  nous  représen- 
terons de  la  manière  suivante  ; 


x=f 

y =g 


n \C\D  \ E , etc. 

Q 1 /î  1 .9  1 T,  etc. 


•il  j1=ng +mf  iB  = nP  -i-myt  \ C=.nQ  -h  mJt  \n=  nli  -i-mC , kU: 
«t  P = mg-+-anj\  Q=mP+an.t\  R=mQ-t-anIi\  S =mJft-t-anC,ttc. 

et  ces  deux  suites  de  nombres  se  continuent  très-aisément 
aussi  loin  qu’on  veut. 

95.  On  remarquera  cependant  qu’il  n’est  pas  possible  ici  de 
•ontinuer  la  suite  supérieure  peur  x , sans  avoir  l’inférieur* 
a.  F 


D 


8fl  É L É M E N 8 

SOUS  les  yeux;  mais  il  est  facile  de  lever  cet  inconvénient  et 
de  donner  une  règle  non-seulement  pour  trouver  la  suite  su- 
périeure , sans  connaître  l’inférieure , mais  aussi  pour  déter- 
miner celle-ci  sans  le  secours  de  l’autre. 

Il  faut  observer  que  les  nombres  qu'on  peut  substituer 
‘ à X suivent  une  certaine  progression  , telle  que  chaque 
terme  comme , par  exemple  E , peut  se  déterminer  par  les 
deux  termes  prtcédens  C et  D , sans  que  l’on  soit  obligé  de 
recourir  aux  termes  inférieurs  R et  S.  En  effet , puisque 

E = nS  -f-  mD  = n ( mR  anC')  -f-  m ( nR  -f-  mC) 

= amiiR  + annC  -f-  mmC  , 
et  que  nR  =.  D — raC  , 

on  trouve 

E = ù,mD  — mmC  + annC  , 
ou  E =.  zmD — (mm  — ann")C, 

ou  enfin  E = zmD  — C ; 

à cause  de 


mm  = ann  -f-  i et  de  mm  — ann  = i. 

On  voit  donc  clairement  comment  chaque  terme  se  déter- 
mine par  les  deux  qui  le  précédent. 

11  en  est  de  même  à l’égard  de  la  suite  inférieure  ; car  puisque 


T = mS  -f-  anD , et  D = nR-i~  mC, 

on  a 


■ T = mS  -j-  annR  -f-  amnC. 

De  plus,  5 = mR  -|-  anC , 

ainsi  anC  = 5 — mR  ; 

et  si  l’on  substitue  cette  valeur  de  anC,  il  vient 


T — amS  — 71 , 
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ce  qui  prouve  que  la  progression  inférieure  suit  la  même  loi 
que  la  progression  supérieure. 

Qu’on  cherche , par  exemple  , tous  les  nombres  entiers  x , 
tels  que 

axx  — 1 -yy- 

On  aura  d’abord  f=i  et  g = i ; ensuite  ' 
mm  = ann  + i , 

si  n=a  et  ni  = 3.  Donc,  puisque 

— + mf=z  5 , 

les  deux  premiers  termes  seront  i et  5,  et  on  trouvera  tous  les 
■uivans  par  la  formule 

E = ÇD—C-, 

c’est-à-dire  que  chaque  terme  pris  six  fois  et  diminué  du 
terme  précédent , donne  le  terme  suivant.  Il  suit  de  là  que 
les  nombres  x que  nous  cherchons  , formeront  la  suite  qu’on 
voit  ici  : 

1,  5,  ag,  iGg,  g85,  5y4i , etc. 

On  peut  continuer  cette  progression  aussi  loin  qu’on  voudra,' 
et  si  l’on  voulait  y introduire  aussi  des  termes  fractionnaires, 
on  en  trouverait  une  inimité  par  la  méthode  'que  nous  avons 
donnée  plus  haut. 
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' CHAPITRE  VIT. 

D'une  Méthode  particulière  par  laquelle  la 
formule  aun  + i devient  un  carré  en  nombres 
entier  St 


g6.  Ce  que  nous  avons  enseigné  dans  le  chapitre  précédent; 
ne  peut  s’exécuter  d’une  manière  complète  , à moins  qn’on 
ne  soit  en  état  d’assigner  pour  un  nombre  quelconque  a un 
nombre  n ; tel  que  ann  + i devienne  un  carré , ou  qu’on  ait 

mm  — ann  -f-  i . 

Si  on  voulait  se  contenter  de  nombres  fractionnaires , cette 
équation  serait  facile  à résoudre,  vu  qu’on  n’aurait  qu’à  faire 


I 

m=i 


car,  dans  cette  supposition , on  a 


27JO  nnpp 

mm  = 1 H -} = ann  -f-  1 , 


où  l’on  peut  retrancher  i de  part  et  d’autre  , et  diviser  ensuite 
les  autres  termes  par  «,  desorte  que  multipliant  de  plus  par  çq, 
on  obtient 

apq-h  npp  = anqq, 


et  cette  équation  donnant  n = — — , fournirait  une  infî- 

aqq  — pp’  , . 
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i»ité  de  valeurs  de  n.  Mais  comme  n doit  être  un  nombre  entier, 
cette  méthode  n'e>t  d’aucune  utilité,  et  il  faut  en  employer 
une  autre  pour  arriver  à ce  but. 

97.  Nous  devons  commencer  par  remarquer  que  si  on  voulait 
que  <inri  -f-  1 fût  un  carre  en  nombres  entiers  pour  une  valeur 
quelconque  de  a , on  exigerait  une  chose  qui  n’est  pas  toujours 
possible. 

Car  d’abord  il  faut  exclure  tous  les  cas  où  a serait  un  nombre 
négatif,  ensuite  il  faut  exclure  aussi  ceux  où  a serait  lui-méme 
un  carré  , parcequ’alors  ann  serait  un  carré,  et  qu’aucun  carré 
augmente  de  l’unité , ne  peut  redevenir  un  carré  en  nombres 
entiers.  Nous  sommes  obligés  parconséquent  ck  restreindra 
notre  formule  aux  cas  où  a n’est  ni  négatif  ni  un  carré  ; 
mais  au  reste  toutes  les  fois  que  a est  un  nombre  positif  sans 
être  un  carré  , il  sera  possible  de  trouver  pour  n un  nombre 
entier  tel  que  ann  1 devienne  un  carré.  Quand  on  aura 
trouvé  une  telle  valeur,  il  sera  aisé,  d’après  le  chapitre  pré- 
cédent d’en  dtduire  un  nombre  infini  de  semblables;  mais 
il  suffit  pour  notre  dessein  d’en  connaître  une  seule , et  même 
la  plus  petite,  et  c’est  ce  qu'un  savant  anglais,  nommé  Pell , 
nous  a appris  à trouver  par  une  méthode  ingénieuse  que  nous 
allons  expliquer. 

98.  Cette  méthode  n’est  pas  de  nature  à pouvoir  être  em- 
ploj'ée  généralement  pour  un  nombre  a quelconque  ; elle  n’est 
applicable  que  dans  un  cas  particulier. 

Ainsi  nous  commencerons  par  les  cas  le'  plus  faciles  , et 
nous  chercherons  d’abord  pour  n un  nombre  tel  que  ann-f-  1 
soit  un  carré,  ou  que  v/aurt-f-  1 devienne  rationnel. 

On  voit  anssitét  que  cette  racine  carrée  devient  plus  grande 
que  n , et  cependant  jilus  petite  que  an.  Si  donc  nous  exprimons 
cette  racine  par  n + p , il  est  sur  que  p est  moindre  que  n j 
et  nous  aurons 

, ann  -f-  i = n -f-  p , 
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ensuite 

2/m  -f-  1 = ji/i  -f-  anp  -f-  pp  ; 

donc 

nn  = 2np  -\-pp  — i,  et  n=zp-\r  V' ^PP  — i • 

Tout  se  réduit  parconséquent  à ce  que  zpp  — i soit  un  carré; 
or  ce  cas  a lieu  si  /j  = i , et  il  donne 

n =:  a et  stnn  -4-1=3. 

Si  on  n’avait  pas  fait  cette  remarque  on  serait  allé  plus 
loin  , et  puisque  app  — i > p , et  parconséquent  n'^  np^ 
il  aurait  fallu  supposer  n = ap  q-,  on  aurait  donc  eu 

2p  + q=zp  -f-  v/app  — 1,  ou  p+q=\/app—i , 

> 

et  en  carrant, 

PP  -H  apq  + qq  = app  — i ; 
ainsi  PP  =:  zpq  -\~qq~\-  i ^ 

ce  qui  aurait  donné 

P = q + l/«qq  + 1 ; 

• 

desorte  qu’il  eût  fallu  que  aqq-f-  i fût  un  carré;  et  comme 
ce  cas  a lieu  pour  q=o,  on  aurait  eu  p = i et  /i  = 3, 
comme  au|)aravant.  Cet  exemple  suHit  pour  donner  une  idée 
de  la  méthode,  mais  cette  idée  deviendra  encore  plus  nette 
par  ce  qui  va  suivre. 

qq.  Soit  à présent  a = 3,  c’est-à-dire  qu’il  s’agisse  de 
transformer  en  un  carré  la  formule  3nn  -f-  i . On  fera 

^/3/m 1 = n -f- P , -, 

ce  qui  donne 

5nn-j-i=nn-i-anp-j-pp,  et  2»ti  = anp -f-pp  — x , 
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Maintenant , puisque  \/ Zpp  — a surpasse  p , et  que  parcon* 
séquent  n est  plus  grand  que  — ou  que  p , qu’on  suppose 

et  on  aura 

t ap-f- aq=p+ — a , om  p 2q—\^^p  — a; 
ensuite,  en  carrant,  ' 

+4m  + 4V?  = 3pp  — a; 

desorte  que 

appz=4pq  + 4qq  +Q,  ou  pp  = zpq  + zqq  + i ,' 

et  p = q+v/3qq  + i. 

Or  cette  formule  est  semblable  à la  proposée;  ainsi  on  peut 
faire  q=o,  et  on  obtient  p = 1 et  n = 1 ; desorte  que 

\/ 5nn  -j-  1 3=  a. 

100.  Soit  0 = 5,  afin  qu’on  ait  à faire  ^un  carré  de  la  for- 
mule 5nn  -i~  i , dont  la  racine  est  plus  grande  que  an  ; on 
supposera  ' ^ 


y 5 nn  -f-  1 = an  -j-  p , ou  5nn  -{-  1 = 4nn  + 4«p  + pp  ; 
ainsi  on  aura  , 

nn  = 4np  + pp  — 1 , et  n=zp-}-  5pp  — 1 


Or  v/Spp—  i>ap,  d’où  résulte  n^4p>  c’est  pourquoi 

4 
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on  fera 
ce  qui  donne 


d’où  resuite 
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n~Âp  + q , 
ap  + q={/5pp — I, 


4pp  + 4p<!  + qq^5pp—i,  et  pp  = 4pq  + qq^i  ; 
de  manière  que 

p=sq  + + 1 ; 


et  comme  q o satisfait  à cette  équation  , 
et  n — 4 donc 

V/ 5nn  -j-  1 = g. 


on  aura  p = i 


loi.  Supposon.s  à présent  a = S , pour  avoir  à traiter  la 
formule  6nn -h  i dont  la  racine  est  pareillement  compris» 
entre  sn  et  5n.  Nous  ferons  donc 


V^Snra -f- 1 = are P , 
et  nous  aurons  . , 

671/1+ 1 =4/m  + 4/ip+pp,  ou  ann~4np-f-pp  — 
et  de  là 


3 

ainsi  n ap. 

Si,  d’après  cela,  nous 

n 

nous  avons 


3 

— » ou  n 


faisons 
z=  sp‘+ 


Sp  + t/  6pp  3 


q, 


+ nq  = ap  + y'^pp-^  a , &àsp+aqr=  {/Spp  — 3 ; 
les  carrés  sont 

. . ' 4pp  + ^pq  + 4qq  = Gpp  — s ; 

ainsi 


spp=  Spq+4qq  +fl,  et  pp  z=  4pq  ^ aqq \ ; 


l 
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«lEn  P = 3ç  -f.  ^ Qqq  + i ; 

cette  formule  ressemblant  à la  première , on  a 

, q — O ; 

donc 

p=i,  n = 3 et  y/  6nn  i = 5. 

103.  Allons  plus  loin  , et  soit 

û = 7 et  ynn  + i = mm , 

•n  voit  que  m'^ani  qu’on  fasse  donc 

m :=  zn  -i-  P , ' 

et  on  aur^ 

1 ou  3nn  = 4np +pp— 1 ^ 

ce  qui  donne 

R : 


3p-f  y'-jpp  — 's 

3 


Présentement , puisque  n > | p , et  parconiéquent  plus  grand 
que  P,  qu’on  fasse 

R = p*fq,  . 

«n  aura 

p + 3q=\/yfip  — 3, 

et  passant  aux  carrés  , - j . r 

. . pp  + ^pq+9qq~7pp—^> 

ainsi 

Gpp  = 6pq -f.  gqq -f.  3 , ou  app  = spq -j- 3qq  + 1 ; 
d’où  l’on  tire 


f 4-  a 

2 


y • 


Digitized  by  Google 


. . 5q 

Or  on  a ici  P ^ , et  parconséquent  p'^t] , ainsi  on  fera 


et  l’on  aura 


p — q+r, 

g + ar=  {/ jqq  + a-. 


de  là  les  carrés 

qq  + 4qr+4rr  = 7qq  + !t’. 

ensuite 

Çqqz=^r’^4rr—-ü,  on  5qq  — aqr  + urr— t , 
et  en£n 


r + l/ynr— 3 

q — cr  •* 


On  continuera,  à cause  de  q'^r,  en  supposant 
q = r-hs  , 

et  on  aura 

ar  -f*  3^  = V 7'''' — 3 , 

ensuite 

4rr-i-i  arj  + 9ii=:7rr — 3,  ou  3rr=  tari + -}"3, 

on  ‘ 

ir  = 4'''*  + 3w  + .i,  - et  r=as+  \/yss-j-  i. 


Or  cette  formule  est  pareille  à. la  première;  ainsi  en  faisant 
5=0,  on  obtiendra  r = i , q = i,p=±aetrt  = 3oum  = 8. 

Mais  ce  calcul  peut  s’abréger  considérablement  de  la  ma- 
nière qui  suit , et  qu’on  peut  employer  aussi  dans  d’autres  cas. 

- ' ' “ ' "i 

De  ce  que  jnn  -f-  i = mm , il  suit  que  m <|  3». 

Qu’on  suppose  donc  . • ' ' 

m = Zn~p,  ^ , , 

on  aura 

7«n  + 1 = gnn-i-  Qpn  +pp , ou  anii  =:  Snp  — pp  -{- 1 ; 
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d’où  l’on  tir* 

V lPP  + 3 _ 

“ a 

ainsi  n<^3p',  par  cette  raison  on  écrira 
n -=.3p  — aq  , 

et,  prenant  les  carrés,  on  aura 

9PP  — 1 + 4<J9  = 7PP  + 2 ; 

ou  zpp=izpq  — 4qq  +2,  et  pp  = 6pq aqq -j- i ; 
d’où  résulte  ' 

p~5q+\/7qq  i.  , 

Or  on  peut  d’abord  faire  ici  q-=o , et  on  trouvera  p = i , 
n = 3 et  m = 8 , comme  auparavant. 

io3.  Que  a^S,  ensorte  que  8nn -f-  t = mm  et  m^Zni 
il  faudra  faire 

mz=:3n — p, 

et  on  aura 

8nn  -f-  1 = gnn  — Gnp  +pp , ou  nn=  Gnp—pp  + i , 
d’où  résulte  ' 

71  = 3p  + v/Spp  + 1 ; 

et  cette  formule  étant  déjà  semblable  à la  proposée , on  peut 
faire  p = o , ce  qui  donne  n—i  et  m = 3. 

, to4.  On  procédera  toujours  de  la  même  manière  pour  tout 
autre  nombre  a,  pourvu  qu  il  soit  positif  et  non  un  carré,  et 
on  arrivera  toujours  à la  fin  à une  quantité- radicale,  comme 
}/ att  -f-  I , qui  sera  semblable  à la  première  ou  à la  proposée, 
et  on  n aura  alors  qu’à  supposer  t — o;  car  l’irrationnalité  dis- 
paraîtra , et  en  retournant  sur  ses  pas , on  trouvera  pour  n 
nécessairement  une  valeur  telle  que  ann  -f-  i soit  un  carré. 
On  arrive  quelquefois  assez  vite  au  but  , mais  souvent  aussi 
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on  est  obligé  de  passer  par  un  assez  grand  nombre  d’opéra- 
tions ; cela  dépend  de  la  nature  du  nombre  a,  mais  «ans  qu’on 
ait  des  caractères  d’après  lesquels  on  puisse  estimer  le  nombre 
des  opérations  à faire.  Le'  procédé  n’est  iamais  bien  long 
jusqu’à  i3,  mais  lorsque  a=i3,  le  calcul  devient  beaucoup 
plus  prolixe , et , par  cette  raison , il  sera  bon  de  développer 
ici  ce  cas. 

io5.  Soit  donc  a = i3,  et  qu’on  doive  trouver 
i3nn-f-  1 =mm. 


Comme  mm'^ÿnn,  et  parconséquent  on  supposera 

m = 3n  -f-  P , 

et  on  aura 

i3/m -}■  1 — + ou  4’^n  = Snp-{-pp — i. 


et 


, _ 3p  + 1/ i3pp  — 4 


ce  qui  indique  que  et  à plus  forte  raison  plus  grand 

que  p.  Qu’on  fasse  donc 


en  aura 


en  carrant. 


ainsi 


n = p-f-q, 

P + 4g~  — q; 

iZpp  — 4=pp  + Spq  + xGqq  ; 


et 


1 app  = Spq  + 1 6<79 -f- 4 , op  3pp  —apq  +4qq  + i, 
_ ? + y/i  3qq-f-3 


Ici  P >2-  ou  p"^q\  on  continuera  donc  par 

p—q-hr, 

aq  -j-  3r  = iZqq  t 3 , 


et  on  aura 
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iZqq  +Z=^q-\-i^qr-\-^rr y ou  999=  la^r+grr— 3, 


ou  Zqq  = + 3rr  — 1 , 

ce  qui  donne 

ar+  \/  i3rr — 3 

q — • 


Présentement,  puisque  5^,  çu  q>r,  ou  fera 

O 


q = r + s, 
r + 3f  = i3rr  — 3 ; 


et  on  aura 
et  ensuite 

i3rr  — 3 = rr -f-  6rs  -j-  qjj,  on  larr  = 6r«  + g«  -J-  5,’ 

ou 

d’où  l’on  tire 


4rr  = ars  + 3w  + 1 , 
j-t-V^3w  + 4 


Mais  r > — ^ — et  plus  grand  que  s , «oit  don» 
r~s  + t, 

0t  nous  aurons 

I 

3i  + 4/  = v/i3ij -f-4  , et  i3^^4-4==9A(4-34st-f>  iStt; 
ainsi  4*'*  — ^4*^  ~l"  — 4>  &t  = 6t«-f-4^~  * » 

donc  s = 3t-t-  ^i3u—i. 

Ici  nous  avons  f > 3t  -f-  3f , ou  que  €t  ; ü faudra  donc  faira 

J = 6t -f-  U ; 


ainsi 


3f-f~u  — y/ i3tt— 1 , et  i3tt—  ’t’Uu; 
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4/t  = 6tu  + uu  + 1 ; 


enfin  t — ^ , ou  ^ ^ et  ^ u. 

Si  donc  on  fait 

t = u + v, 

on  aura 

u + 4v=  V i3uu  + 4,  et  i3uu  + 4 = uii  + 8ut/4- iGi/v; 

V 

donc 

iauu  = 8ui'+ ^^‘'‘'“4»  ou  3uü=t2Hv  + 4w  — I ; 

V •+  ^/ 1 3 t'i»  — 3 --  4‘'  -s^  , 

enfin  u = -g , ou  u > ou  u > v; 


Faisons  en  conséquence 


U = V + a:  ; 


et  nous  aurons 


au+3x=  — 3,  et  i3uv  — 3 = 4^ -f  i aux +gjcar; 

ou  gvv izvx  -j-  ÿxx ■4- 3 , ou  3i't'  = 4^^  ^ 3xx  i , 

ar  + V^  i3xx  + 3 

et  v= g ; 

désorte  que  v > §x  et  ]>  x. 

Supposons  donc 

4»=x-f-y, 

et  noqs  aurons 

x+3y  =V^i3xx  + 3,  et  i3xx  + 3 = xx  + 6oy + g)y, 
ou  laxx  = 6xy  + gjy  — 3 , et  4-^x  — a^  + ^xy  — i ; 
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on  tire  de  là  

.y+v/iSxy  — 4 

x_  ^ 

et  parconséquent  x "^y-  Ainsi  nons  ferons 

X —y  + Z , * , 

ce  qui  nous  donne 

4z  = \/i3j^  — 4,  et  i3^^  — 4 = 9)!y  + 24zj'  + iGaz; 
ou  4xy  = + 4 > 

donc  yy  = Syz  4*  4^z  + i > et  ^ = 3z  + i3az  4-  1 ; 

et  cette  formule  étant  enfin  semblable  à la  première  , on 
peut  prendre  a = o , et  remonter  de  la  manière  qui  suit  : 

Z = O 

y = 1 

X = y -4-  Z = i 

V z=  X 4-  y — ^ Y 

U = V 4~  ^ ~ 3 

t = U 4-  V — 5 

s = 6t  4~  U ~ 33 

r = s 4-  ^ — 38 

q = r 4-  s = 71 

P = q 4-  r = loq 

n — P 4-  Ç =180 

m =5n  4-  P ~ 64g- 

Il  suit  de  là  que  180  est  après  o le  plus  petit  nombre  qu’on 
puisse  substituer  à n , si  i3n«  4"  1 devenir  un  oai'ré. 

io6.  On  voit  sulîisamment  par  cet  exemple,  combien  ces 
calculs  peuvent  devenir  prolixes.  Lorsqu’il  s'agit  de  nombres 
plus  grands,  on  est  souvent  obligé  de  passer  par  dix  fois  plus 
d’opéradons  que  nous  n'en  avons  eu  à faire  pour  le  nombre  i3. 
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Comme  on  ne  peut  guères  prévoir  non  pins  pour  quels  nombres 
on  doit  s’attendre  à tatt  de  longueurs  , il  sera  bon  de  proRter 
de  la  peine  que  d’autres  ont  prise  , et  nous  ioindrons , pour 
cet  effet , à ce  chapitre  une  table  où  se  trouvent  les  valeurs 
de  7n  et  de  n pour  tous  les  nombres  a depuis  2 jusqu’à  100, 
afin  que  dans  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  on  puisse  ea 
tirer  les  valeurs  de  m et  de  n , qui  répondent  à un  nombre  a 
donné. 

107.  Nous  remarquerons  cependant  que  , pour  de  certains 
nombres,  on  peut  déterminer  en  général  les  lettres  m etn;  ces 
cas  sont  ceux  où  a n’est  que  de  1 ou  de  a plus  grand  ou 
plus  petit  qu’un  carré  ; il  vaudra  la  peine  de  les  développer. 

108.  Soit  donc^a  = ee  — 2;  et  puisque  nous  devons  avoir 

(ee  — a)nn-t~  1 = mm , 

il  est  clair  que  m<^en\  c’est  pourquoi  nous  ferons 
m = e«  — P , 

et  nous  aurons 

( ee  — 2 ) nn  + 1 = eenn  — aenp  -j-pp , 

t 

OU  ann  = ^enp  — pp  + i ; 

donc 

a 

et  il  est  évident  que  si  on  fait  p = 1 , cette  quantité  devient  ’ 
rationnelle , et  que  nqus  aurons 

n = e et  m~  ee  — i. 

Soit , par  exemple , a = a3  , desorte  que  c = 5 , nous  aurons 
a3nn  1 = mm , 

si  n = 5 et  m=  24-  La  raison  en  est  évidente  d’ailleurs  ;'car 
si  dans  le  cas  de  a = ee  — 2 , on  fait  n—e,  on  a 

ann  -4-  I = e*  — aee  -f-  i , 
te  qui  est  le  carré  de  ee  — 1. 

icj. 
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103.  Que  a — ee — 1 , ou  d’une  unité  moindre  qu’un  carré, 
il  faudra  que 

(ee — 1 ) 

On  aura , comme  ci-dessus , m < en , et  on  fera 
m — en—p\ 

cela  posé , on  a 

( ee  — 1 ) nn  + 1 = eenn  — üenp  -f-  pp , 

•a  nn  ■=  2enp  — pp  1 î 

n = ep-\-  \/  eepp  — pp-\-  i. 

Or  l’irrationnalité  disparaît  dans  la  supposition  de  p = 1 , ainsi 

et  m = aee  — i . 

Aussi  cela  est-il  facile  à -voir  ; car  puisque 
ae  = n,  et  ee  — 1 = a, 

on  trouve 

ann  -f-  1 = — ^ee  -f-  1 , 

ou  égal  au  carré  aee  — 1 . Soit , par  exemple  , a = 24,  ou  e = 5 
on  aiura 

n=  10,  et  a4nn  + 1 =3401  = (4g)“  (*). 

no.  Supposons  à présent  a=  ee  -f-  1 , ou  que  a soit  de  1 
plus  grand  qu’un  carré , il  faudra  que 

(ee  -1-  1 ) nn  -f- 1 = mm , 


(*)  Le  signe  radical  sVvanonit  aussi  dans  ce  cas , si  l’on  fait  p — o , et 
cette  supposition  donne  incontestaltleiuent  ponrm  ctn  les  plus  petits  nombres 
possibles,  savoir  n=  1 et  m = e;  c’esl-h-dire  que  si  e=;5,  la  forgaul* 

a4tia  + I devient  an  cmi  en  faisant  a =«  > s Kra  n<  = e = 5. 


S. 


G 
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et  m sera  évidemment  plus  grand  que  en\  écrivons  donc 
m = en  -}•  P , 

et  nous  aurons 

(ee-f-  i)nn-f-i  = eenn-f-aenp-f-pp,  ou  nn=  2enp-\-pp  — i, 
d’où  résulte 

n = ep-i~  eepp  -\-pp  — i . 

Oa  peut  ici  faire  p = i , d’où  résulte  n = ae\  donc 
771  = 2ee  + 1 . 

C’est  aussi  ce  qui  devait  arriver , par  la  raison  que  a étant 
= ee  -f-  1 et  71  = 26 , on  a 

I 

ann  -{-  i = 4e^  + /fee  -f-  i , 

carré  de  2ee  + i.  Soit,  par  exemple,  a=  17,  ensorte  que 

e = 4> 

177271  + 1 = mm, 
en  faisant  n = 8 et  771  = 53. 

111.  Soit  enfin  o=ee  -{-  2 , ou  de  2 plus  grand  qu’un  nombre? 
carré , on  aura 

(ee  + 2)7in-J-i  = mm  , 

et,  comme  auparavant,  mC^en-,  c’est  pourquoi  on  supposer» 
721  = e/l  + P , 

et  on  aura 


ce  qui  donqja  n 


eenn  -j-  znn  + 1 = eenn  -f-  aenp  -\-pp, 
ann  = aenp  -\-pp  — 1 , 

cp  -}-  j/  eepp  ■+-  app  — 2 
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Qu’on  fasse  p = i , on  trouvera 

et  m=ee-i-  1 ; 

et,  en  eifet,  puisque 

a=«e  +3  et  n = e, 

on  a 

ann  + 1 = e*  -f"  + * » 

ce  qui  est  le  carré  de  ee  + i • 

Soit,  par  exemple , et  = 1 1 , desorte  que  e=3 , on  trouvera 
iinn  + 1 = mm, 

en  faisant  m=:3  et  m=  10.  Veut -on  supposer  a = 83, 
on  aura  6 = 9,  et 

83/m  -f-  1 = mm, 

dans  le  cas  de  n=  g et  de  m = Sa.  . ; < j 
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CHAPITRE  VII. 

De  la  manière  de  rendre  rationnelle  la  formule 
irrationnelle  Va  4-  + cxx  + dx^ 

Ï13.  IN'oüS  passerons  à présenta  une  formule  où  x monte 
à la  troisième  puissance  , après  quoi  nous  élèverons  jusqu’à  la 
quatrième  puissance  de  x , quoique  ces  deux  cas  se  traitent 
de  la  même  manière. 

Qu’il  s’agisse  donc  de  transformer  en  un  carré  la  formule 
O -f-  ix  4*  c.r  4*  t de  trouver  pour  x des  valeurs  en 
nombres  rationnels  qui  remplissent  cette  condition.  Comme 
cette  recherche  est  sujette  à de  bien  plus  grandes  diffi- 
cultés que  les  précédentes,  il  faut  aussi  plus  d’art  pour  no 
trouver  même  que  des  valeurs  fractionnaires  de  x,  et  on  est 
obligé  de  se  contenter  de  telles  valeurs  sans  prétendre  en 
trouver  en  nombres  entiers. 

Nous  devons  remarquer  aussi  d’avance  qu’on  ne  peut  ici 
donner  une  solution  générale  comme  dans  les  cas  précédons , 
et  que  si  que  la  méthode  employée  ci  -dessus  conduisait  à 
un  nombre  infini  de  solutions  à-la-fois  , chaque  opération 
maintenant  ne  nous  fera  connaître  qu’une  seule  valeur  de  x. 

11 3.  Comme  , en  traitant  de  la  formule  a -j- bx -f~  cxx , 
nous  avons  remarqué  un  nombre  infini  de  cas  où  la  solution 
est  tout-à-fait  impossible , on  s’imagine  bien  que  cela  a lieu 
bien  plus  souvent  encore  pour  la  formule  présente  qui  d’ail- 
leurs exige  constamment  qu’on  sache  déjà , ou  qu'on  ait  trouvé 
une  solution.  Aussi  à l’égard  de  la  formule  proposée , ne  peut- 
on  donner  des  règles  que  pour  les  cas  où  l’on  part  d’une  so- 
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lution  connue  pour  en  trouver  une  nouvelle  ; par  le  moyen  de 
celle-ci , on  peut  en  trouver  une  autre , et  continuer  ensuite 
de  la  même  manière. 

Mais  il  n’arrive  pas  même  toujours  qu’une  solution  connue 
fasse  parvenir  à une  autre  ; au  contraire  il  y a bien  des  cas  où 
il  n’y  a qu’une  seule  solution  possible , et  cette  circonstance 
est  d’autant  plus  remarquable  , que  dans  ceux  que  nous 
avons  développés  précédemment , une  seule  solution  conduisait 
à une  infinité  d’autres. 

1 14-  Nous  venons  de  dire  que  pour  que  la  formule 

cxx  + dx’  puisse  être  transformée  en  un  carré  , il  faut  né- 
cessairement présupposer  un  cas  où  cette  transformation  est 
possible.  Or  un  tel  cas  s’apperçoit  très  - clairement,  quand 
le  premier  terme  est  lui-même  déjà  un  carré , et  que  la  for- 
mule est  exprimée  ainsi  : ff  -\~bx  cxx  dx^  ; car  elle  de- 

vient évidemment  un  carré , si  x = o. 

Ce  sera  donc  par  la  considération  de  cette  formule  que  nous 
entrerons  en  matière;  nous  tâcherons  de  voir  comment,  en 
partant  du  cas  connu  x = o , on  peut  parvenir  à quelqu’autre 
valeur  de  x , et  nous  emploierons  pour  cet  effet  deux  méthodes 
différentes  que  nous  expliquerons  successivement  : il  sera  bon 
de  commencer  par  des  cas  particulicra. 

Il 5.  Soit  donc  proposée  la  formule  i-f-  ax  — xx-f-x^,  qui 
doive  devenir  un  carré.  Comme  ici  le  premier  terme  est  un  carré, 
on  adoptera  pour  la  racine  cherchée  une  quantité  telle  que  les 
deux  premiers  termes  s’évanouissent.  Soit,  pour  cet  effet,  i-f-x 
la  racine  dont  le  carré  doit  équivaloir  à notre  formule  : on 
aura 

1 ax  — XX  -f-  x^  = 1 -f-  ax  -f-  XX , 

où  les  deux  premiers  termes  se  détruisent,  desorte  que  l’o» 
a l’équation 

xx  = -xx-f~x^,  ou  x®  = axx, 

4 
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qui,  divisée  par  xx , donne  x = 2;  ainsi  la  formule  devient 

I+4  — 4 + ^ = .9- 

De  même  , pour  faire  un  carré  de  la  formule  4 + Gr  — 5xx 
’<4-  on  supposera  d’abord  sa  racine  =a-f-njr,  et  on  déter- 
minera ti  d’après  la  condition  que  les  deux  premiers  termes  dis- 
paraissent; or  on  aura 

ii-{-6x'—’5xx-^5x^=/{-\-^nx-\-nnxx  ; 

donc  il  faut  que 

4n=6,  et  n = 2; 

de  là  résulte  l’équation 

— 5xx -\-3x^  = jXx , ou  5x^=^xx  , 

qui  donne  x = f|;  et  c’est  cette  valeur  qui  fera  de  la  for- 
mule proposée  un  carré  dont  la  racine  sera 

a + for=^. 

n6.  La  seconde  méthode  consiste  à donner  à la  racine  trois 
termes,  comme  f gx  hxx , tels  que  dans  l’équation  le» 
trois  premiers  termes  s’évanouissent. 

Soit  proposée , par  exemple , la  formule 

1 —4x-j-Sxx—5j^, 

on  en  supposera  la  racine  = i — ax  -f-  hxx , et  on  aura 

1 — 4^  6xx  — 5x^  =1 — 4^ -h  4r ahxx — 4Jix^-j-  hhx^  : 

les  deux  premiers  termes  , comme  on  voit , se  détruisent 
des  deux  côtés;  et  pour  chasser  aussi  le  troisième,  il  faudra 
faire  6 = 3/1  -f-  4,  et  parconséquent  A = 1 ; par  ce  moyen  on 
obtient 

— 5x*=  — 0“  — 5=  — 4+ic; 

desorte  que  x = — 1 . 
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117.  C’est  donc  de  ces  deux  méthodes  qu’on  peut  faire 
\isage,  lorsque  le  premier  ternie  a est  un  carré.  La  pre- 
mière se  fonde  sur  ce  qu’on  exprime  la  racine  par  deux  termes, 
comme  f-\-px,  oùf  est  la  racine  carrée  du  premier  terme, 
•t  où  P est  pris  de  manière  que  le  second  terme  doit  pareil- 
lement disparaître,  ensorte  qu’il  ue  reste  qu’à  comparer ppxÆ 
avec  le  troisième  et  le  quatrième  terme  de  la  formule,  savoir, 
c^r  cette  équation  alors,  pouvant  se  diviser  par 
XX,  donne  xme  nouvelle  valeur  de  x,  qid  est  » 


Dans  la  seconde  on  donne  trois  termes  à la  racine , c’est- 
à-dire  que  si  le  premier  terme  a est  —ff,  on  exprime  la 
racine  par  y-f-px-f- qxx,  après  quoi  on  détermine  p et  7, 
de  façon  que  les  trois  premiers  termes  de  la  formule  s’éva- 
nouissent , ce  qui  se  fait  de  la  manière  suivante  : 

Puisque 

/y^-ix-j-cxx-f-  fZx’  =:ff-\-zpfx-\-sfgxx-j-ppxx+2pqx^-\-  qqx^, 
il  faut  que 

b=zzfp,  à'oùp=~i 

de  plus  que  ' 

d’où  7 = - 

apres  cela  reste  l’équâtion 

dx'^  = npqx*  ~f-  qqx^  ; 

et  comme  elle  est  divisible  parx’,  on  en  tire 
^_d—  zpq 
<7<7 

Ii8.  Il  peut  cependant  arriver  souvent  que  lors  même 
que  a=ff , aucune  de  ces  deux  méthodes  ne  donne  une 
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nouvelle  valeur  de  x.  C’est  ce  qu’on  peut  voir,  en  considé- 
rant la  formule  , où  le  second  et  le  troisième  termes 

manquent. 

Car  si , d’après  la  première  méthode,  on  supposait  la  ra- 
cine -xzf  -\-px , ou  bien 


ff+  =ff+  afpx  -f-  ppxx, 

on  aurait 

. o = ^fp  et  P — O-, 

ainsi  on  trouverait  dxP  = o,  et  parlàa;  = o,  ce  qui  n’est 
point  une  nouvelle  valeur  de  x. 

Que  si , d’après  la  seconde  méthode  , on  voulait  faire  la 
racine  — f -f-px  -j-  çx,  ou 


+ dx^  =ff^2fpx  + sfqxx  + ppxx  4-  zpqx?  -f  qqx* , 
on  trouverait 


de  plus 


O = sfp  et  P = O ; 
o = 2fq-j-pp  et  q~o; 


et  il  en  résulterait  dxP  = o,  et  pareillement  x = o. 

119.  Il  ne  reste  d’autre  parti  à prendre  dans  ces  cas-Ià  , 
que  de  tâcher  de  trouver  quelque  valeur  de  x,  telle  que 
la  formule  devienne  un  carré;  si  on  y réussit,  cette  valeur 
fera  trouver  ensuite , par  le  secours  de  nos  deux  méthodes , 
de  nouvelles  valeurs  ; et  cette  voie  est  bonne  même  pour  les 
cas  où  le  premier  terme  ne  serait  pas  un  carré. 

Que,  par  exemple,  la  formule  5-\-xP  doive  devenir  ua 
carré , comme  cela  arrive  quand  x = i : on  fera 

= i +y, 

et  on  aura 

5+JcP=4+5y  + Zyy +y\ 

où  le  premier  terme  est  un  carré.  Qu’on  en  suppose  doue 
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suivant  la  première  méthode,  la  racine  =2 on  aura 

^-\.3y-i-5yy+f=4+4py  + ppyy; 

et  pour  que  le  second  terme  disparaisse , il  faudra  qne  3=4p, 
•t  parconséquent  p=^',  ainsi 


^+y=PP  et  y=pp—5 
— q3 


16 


16 


donc  x~  , ce  qui  est  une  nouvelle  valeur  de  x. 

Si  on  fait  de  plus  , conformément  à la  seconde  méthode  , 
la  racine  =a-^py  -\-gyy , on  a 

4 +5y-h5yy+y = 4+4py+4ifyy+ppyy  + appf+qqy*, 

d’où  on  chassera  le  second  terme,  en  faisant  Z—4p  t>U 
p = |,  et  le  quatrième,  en  faisant 


^=4q+pp,  ou  q- 
ainsi  i=apq  qqy , d’où  l’on  tire 


5— PP  _ 3q  , 


i—apq 


ou  y = - 


35a 


qq  ' i5ai 

120.  En  général,  si  on  a la  formule 

a -f-  bx  -f-  cxx  -f-  dxP , 


et  X 


64’ 

1873 

i5ai‘ 


et  qu’on  sache  d’ailleurs  qu’elle  devient  un  carré  quand  x —f, 
desorte  que 

a+l>f+(ff+‘ÿ'^  = SS> 

•n  fera  x=f  -j-y , et  on  aura  la  nouvelle  formule  qui  suit  : 
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• ic8 

a 

Jf  hf  + by 

^ cff  + ncfy  + cyy 

-f-  f//'  + ^ilffy  + + <?y 

gg  + (.f>  + 2<  + ^dff)y  + (c+'5df)yy  -\-dy^. 

Dans  cette  formule  le  premier  terme  est  un  carré;  ainsi 
on  peut  y appliquer  les  deux  méthodes  précédentes,  et  elles 
fourniront  de  nouvelles  valeurs  de_j',  et  parconséquent  aussi 
de  X,  puisque  x ^=.f  -{-y. 

121.  Mais  souvent  d’une  première  valeur  de  x,  on  ne  peut 
en  conclure  d’autres , c’est  ce  qui  arrive  à l’égard  de  la  formule 
qui  devient  un  carré  quand  x=a.  Car  si,  en 
conséquence  de  cela , on  fait  x = a -j-_y  on  trouvera  la 
formule 

i + x3  = 9-|-  +y, 

qui  devrait  de  même  pouvoir  devenir  un  carré. 

Or  soit,  d’après  la  première  méthode , la  racine  =:3-j-py, 
on  aura 

9 + i2jr  + 6xy +/  =zg+6py  +ppyy. 


où  il  faut 
donc 


ia  = Gp  et 
6 +y  =PP=4y 


p = a-, 
et  y=—z. 


ce  qui  donne  x=o,  c’est-à-dire  une  valeur  qui  ne  con- 
duit à rien  de  plus. 

Essayons  aussi  la  seconde  méthode , et  faisons  la  racine 
= 3 -+-'py -f- qyy , nous  aurons 

9 4- 1 aj + ^yy-^y^ = 9 + 6^ + Sqjy  4-  ppyy  4-  ^pqf + <fqy*, 

•ù  il  faudra  d’abord  que 

iu  = 6p  et  P = 2, 
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ensuite  que 

6 =S^  + pp  = Sq  + 4,  et  7=î;  ' 
on  aura  donc  , 

i=2p7  + <7qy  = f + ij'; 

de  là 

J'  = — 3, 

et  parconséquent 

x=  — I,  et  i-f-3^  = 0’> 

d’où  l’on  ne  peut  rien  conclure  de  plus  , parceque  si  on 
Toulait  faire  x= — on  trouverait  la  formule 

3i  — 5zz  + a* , 

où  le  premier  terme  s’en  va;  desorte  qu’on  ne  pourrait 
faire  usage  ni  de  l’une  ni  de  l’autre  méthode. 

On  est  assez  fondé  à soupçonner,  après  ce  que  nous  venons, 
de  dire,  que  la  formule  i ne  peut  devenir  un  carré 

que  dans  les  trois  cas  que  voici  : 

(i®)  x = a,  (a®)  x = o,  (3°)  x= — i. 

Mais  c’est  de  quoi  on  peut  se  convaincre  aussi  par  d’autres 
raisons. 

laa.  Considérons  encore,  pour  nous  exercer,  la  formule 
1 -f-  3x^ , qui  devient  un  carré  dans  les  cas  suivans  : 

(i°)  x = o,  (a°)  x = i,  (3°)  x=a. 

et  voyons  si  nous  parviendrons  à trouver  d’autres  valeurs 
qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Puis  donc  que  x=  i est  une  des  valeurs  qui  satisfont 
supposons  X =1  +y,  et  nous  aurons 

1 +3x3  =4  -t-  gy  -f  .qyy  -f 
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Que  la  racine  de  cette  nouvelle  formule  soit  a-\-py,  en- 
sorte  que 

4 + 9y+ 9yy  + ^y^  = 4 + 4py  + ppyy , 

il  faudra  que 

9 — 4p  et  P — î> 

et  les  autres  termes  donneront 

9+^y  — PP  = H et  ^ = 

parconséquent  x = — , et  i +3x^  devient  un  carré  dont 

la  racine  est  — ou  bien  aussi  +I7.  Si  nous  voulions  à 
présent  continuer , en  faisant 

x=--^+z, 

nous  ne  manquerions  pas  de  trouver  de  nouvelles  valeurs. 

Appliquons  aussi  à la  même  formule  la  seconde  méthode , 
et  supposons  la  racine  = a +py  + qyy  ; cette  supposition 
donne 

4+9y+9yy+^^=4+4py+4<iyy+ppyy+!ipqf+qq/-. 

donc  il  faudra  que 

9 = 4p  ou  p = |, 

et 

9—4q+jv=4q+H.  ou  q=^. 

et  les  autres  termes  donneront 

3=  apq  -f  qqy  = ^ + qqy, 

ou 

5674*  ïa8qqy=  384,  ou  iaSqqy= — i83; 
c’est-à-dire 

ia6.||j^=:— x83,  ou  4a.^y  = — 6u 
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y = 


1 95%  . 
ijaj  > 


et 


Rgp  . 
1 > 


et  ces  valeurs  en  fourniront  de  nouvelles,  en  suivant  les  voies 
que  nous  avons  indiquées. 

I a3.  n faut  remarquer  cependant  que , si  on  voulait  se 
donner  la  peine  de  tirer  de  nouvelles  valeurs  des  deux  qu’a 
fourni  le  cas  connu  x=  i , on  parviendrait  à des  fractions 
extrêmement  prolixes;  et  on  a lieu  de  s’étonner  que  ce  cas, 
o;  = i,  n’ait  pas  conduit  plutôt  à cet  autre,  x—a,  qui  ne 
tombe  pas  moins  évidemment  sous  les  yeux.  Et  c’est  là  une 
imperfection  de  la  méthode  dont  il  est  question , et  qui 
est  jusqu’à  présent  la  seule  qu'on  connaisse. 

On  peut  partir  de  la  même  manière  du  cas  x=a,  afin 
de  trouver  d’autres  valeurs.  Qu’on  fasse,  pour  cet  effet. 


xz=:z+y, 

et  il  s'agira  de  faire  un  carré  de  la  formule  a5  -f* 

supposons-en  la  racine,  d’après  la  première  mé- 
thode, = 5 py , nous  aurons 

a5  + 3G^-f-i8yy = a5  + ^opy-hppyy  t 

•t  parconséquent 

36  = iop,  ou 

effaçant  à présent  les  termes  qui  se  détruisent , et  divisant  lac 
autres  par  yy , il  en  résulte 

i8+3y=pp=^, 

et  parconséquent 

^ — AS  Êf  'T  — -A-  * 

J' — **’ — *5  > 

d'où  U suit  que  i est  un  carré  dont  la  racine  est 

5+py  = ~A^  ou 


* 
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Dans  la  seconde  méthode,  il  faudrait  supposer  la  racine 
= 5 + (}}■}' , et  on  aurait 

a5+36^+ 1 Syy+5y'^z=:25+iopy+ 1 cqyy+apqy^^  qqy*; 

+ppyy 

les  second  et  troisième  termes  disparaîtraient  en  faisant 


3G=iop,  ou  pr=i^,  et  iS  — ioq  + pp, 
ou  ioq=iB  — ^ = iH-,  d’où  q 

et  alors  les  deux  autres  termes,  divisés  par  y’,  donneraient 


5 — apq  + qqy,  ou 


c’est-à-dire , 


üia 

1 aaj 


qqy  = ^—^pq=—Wi> 

et  x = — 


is4-  Ce  calcul  ne  devient  pas  moins  long  et  difficile,  mémo 
dans  des  cas  où , en  partant  d’un  autre  principe  , il  est  facile 
de  donner  une  solution  générale  ; comme , par  exemple , quand 
la  formule  proposée  est  i — x — xx  -f-  , où  l’on  peut  faire 

généralement  x=.nn — i ('*‘),  en  donnant  à n telle  valeur  qu’on 
veut.  En  effet,  soit  « = 3,  on  aura  a:  = 3,  et  la  formula 
devient 

= i_3_9^_27=i6. 

Soit  n — 5,  on  aura  x = 8 , et  la  formule  devient 

= 1 — 8 — G4  + 5i2=44ïj 


et  ainsi  de  suite. 

Mais  remarquons  que  c’est  à une  circonstance  tout-à-fait 
particulière  que  nous  devons  tme  solution  si  facile , et  cette 


(*)  En  effet,  par  cette  hypothise,  la  formule  devient  n*  («4  — ,<Jo»  ■+■  4',  qui 
est  le  produit  de  deux  carres , «t  qui  çonscquetuuicnt  donne  un  carre , 
Qozubre  qu^ou  prcn&c  pour  fh 

circonetaacft 


•i 
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tirconstatice  s’apperçoit  aisément , si  on  décompose  notre  for- 
mule en  facteurs;  car  on  voit  aussitôt  qu’elle  est  divisible  par 
1 — X,  que  le  quotient  sera  i — xx , qu’il  est  composé  des 
facteurs  (i  -j-x)  (i — A:)  , et  qu’enfin  notre  formule 

1 — X — — *)  (i — x)  = (i — 

or , puisqu’elle  doit  être  un  can  é , et  qu’un  carré  divisé  par 
Un  carré , donne  un  carré  pour  quotient , il  faut  aussi  que 
I -|-x=  un  carré  ; et  réciproquement,  si  i -J-  x est  un  carré , il 
faut  que  ( i — x)“  ( i -f-  x)  soit  un  carré  ; on  n’a  donc  qu’à  fair  e 

1 + X = nn , 

et  on  aura  sur-le-champ  ~ ' 

1 —X — x“ -f- x^  = n*  ( — 4'‘“4"4)* 

Si  cette  circonstance  nous  eût  échappé,  il  aurait  été  dilli- 
eile  de  déterminer  même  seulement  cinq  ou  six  valeurs  de  x 
par  les  méthodes  précédentes. 

laS.  Il  suit  donc  de  là  qu'il  est  boti  pour  chaque  for- 
mule proposée,  de  la  résoudre  en  facteurs,  quand  cela  est 
possible.  Or  nous  avons  fait  voir  plus  haut  comment  on  s’y 
prend  ; nous  avons  dit  qu’il  faut  égaler  la  formule  donnée  à 
zéro , et  chercher  ensuite  les  racines  de  cette  équation  ; cha-- 
cune  d’elles  , comme  x—f,  donne  un  facteur-y— x;  et 
cette  recherche  est  d'autant  plus  aisée  , qu’on  n’a  besoin  ici 
que  des  racines  rationnelles  qui  sont  toujours  des  diviseurs 
du  terme  connu,  ou  du  terme  qui  ne  renferme  point  x. 

126.  Cette  circonstance  a lieu  aussi  dans  notre  formule  gé- 
nérale a -f-  èx  -)-  ex*  -f-  dj^ , quand  les  deux  premiers  termes 
disparaissent  , auquel  cas  la  formule  qui  doit  devenir  un 
carré , se  réduit  à exx  -f-  dx’  ; car  il  est  clair  alors  qu’en 
divisant  par  le  carré  xx , il  faudra  pareillement  que  c -f-  rix 
soit  un  carré  ; on  n*a  donc  qu’à  supposer  c -f-  rfx  = n/i , 

nn  — ce  , • c s • 

pour  avoir  x = ^ , valeur  qui  rentetme  un  nombre  m* 

fini  de  solutions , et  même,  toutes  les  solutions  possibles. 
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107.  Si  dans  l’application  de  la  première  des  deux  méthodes 
précédentes , on  ne  voulait  pas  déterminer  la  lettre  p d’après 
la  condition  que  le  second  terme  disparût,  on  parviendrait  à 
une  autre  formule  irrationnelle  qu’il  s’agirait  de  rendre  ra- 
tionnelle. 

Soit , par  exemple , bx  cxx  + la  formule  pro- 
posée , et  qu’on  en  fasse  la  racine  =f-\-  px , on  aura 

bx  4-  cxx  -f  afpx  -f  ppxx , 

où  les  premiers  termes  se  détruisent  ; divisant  donc  les  antres 
par  X,  on  obtient 

b -}-cx-J-dxx  =ajp  -f~  ppxx, 
ce  qui  est  une  équation  du  second  degré , qui  donne 

PP  — c-f-v/pt  — ncpp ^dfp cc  — 4^3  ^ 

ïrf 

Ainsi  l’alTaire  se  réduit  maintenant  à trouver  pour  p des  va- 
leurs  telles  que  la  formule  p*  — s.cpp 9>dfp cc—/^bd 
devienne  un  carré.  Or  comme  c’est  la  quatrième  puissance  du 
nombre  cherché  p qui  se  présente  ici , ce  cas  appartient  au 
chapitre  suivant. 
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De  la  manière  de  rendre  rationnelle  la  formule 
incommensurable  \/a 4-  bx  cxx  -1-  dx^ +ex^. 

128.  IN^OüS  voici  parvenus  à des  formules  où  le  nombre  in- 
déterminé X monte  à la  quatrième  puissance  , et  c’est  par  là 
que  nous  terminerons  nos  recherches  sur  les  quantités  affectées 
du  signe  de  la  racine  carrée , vu  qu’on  n’a  pas  été  assez  loin 
encore  pour  pouvoir  transformer  en  carrés  des  formules  com- 
pliquées de  puissances  plus  hautes  de  x. 

Notre  nouvelle  formule  fournit  trois  cas  à considérer  : i» 
le  premier  terme  , a,  est  un  carré  ; a°,  le  dernier  termè  , 
est  un  carré  -,  3“  et  4°  > le  premier  teinne  et  le  dernier  sont 
l’un  et  l’autre  des  carrés.  Nous  tiàiterons  chacun  de  ces  cas 
séparément. 

12g.  1 °.  Résolution  de  la  formule  bx-^-  cxx-f-dx^-)-  ex*. 

Commé  le  premier  terme  ici  est  un  carré,  on  pourrait,  par 
la  première  méthode , supposer  la  racine  =f  -f-px,  et  détermi- 
ner P de  manière  que  les  deux  premiers  termes  disparussent, 
et  que  lés  autres  fussent  divisibles  par  xor  ; mais  on  ne  laisse- 
rait pas  alors  de  rencontrer  encore  un  terme  xx  dans  l’équa- 
tion , et  la  déf èrriiination  dé  x dépendrait  d’un'  nouveau  signe 
radical.  Ce  sera  donc  à la  seconde  méthode  que  nous  aurons 
récoûfs;  rioiis  ferons  la  racine  =f  -f-  px  qrr;  nous  dé- 
terminerons P èt  q de  façon  à faire  disparaître  les  trois 
preurief  termes;  ét  divisâât  ensuite  les  autres  par  x’,  nous 

a 


/ 
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parviendrons  à une  simple  équation  du  premier  degré , qui 
donnera  x dégagé  de  signes  radicaux. 

x3o.  Si  donc  la  racine  =/ -f-  px  + qxx , et  qu’ainsi 

jf-i-bx-\-  cxx  + dx?  -f  - ex^  +•  ~h  zfqxx  + ppxx 

+ zpqxP-i-qqxi, 

les  premiers  termes  disparaissent  d’eux  - mêmes  ; quant  aux 
seconds , on  les  chassera  en  faisant 

b = ifp,  oup  = ^, 

et  il  faudra,  pour  l’évanouissement  des  troisièmes,  qua 


c = zfq+pp,  Ouq  = ^-^; 


cela  posé , les  autres  termes  seront  divisibles  par  x^ , et  doa- 
neront  l’équation 

</  -}-  ex  = zpq  -f-  qqx. 


de  laquelle  on  tire 


X 


d — zpq 

— e ’ 


ou  X 


ùpq  — d 
e-q  ' 


i3i.  Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  ne  mène  à 
rien , quand  le  second  et  le  troisième  terme  manquent  dans 
notre  formule,  c’est-à-dire.,  lorsque  i = c = o;  car  alors 

p~o  et  q = O , parconsequent x = — ^ , o ou  1 on  ne  peut 

ordinairement  rien  conclure , parceque  ce  cas  donne  évidem- 
ment dx^  -f-  ex*  = O , et  qu’ainsi  notre  formule  devient  égale 
au  carré  Mais  c’est  surtout  pour  les  formules  telles  que 
ff  -f-  ex*  que  cette  méthode  n'est  d'aucun  usage , puisque , 
dans  ce  cas,  d étant  aussi  =o,  on  trouve  pareillement  x = o, 
Valeur  qui  ne  conduit  à rien  de  plus.  Il  en  est  de  même , lors- 
que i5s:octd=o,  et  qu’ainsi  la  formule  est  cxx -f-ex*  ; 
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car  dans  ce  cas  P = O et  9=^,  d’où  résulte  x = o,  comme 
on  le  voit  aussitôt. 

iSa.  fl“.  Résolution  de  la  formule 

\Za-f-6x-t-  cxx  ■i-dx^  + ggA 

. On  pourrait  réduire  cette  formule  au  cas  précédent  , en 
supposant  x = - ; car  comme  il  faudrait  alors  que  la  formule 

c4--  + — + fût  un  carré  , et  que  dans  celle  - ci  se 

y yy  y y , 

trouve  en  facteur  le  carré  lorsqu’on  l’a  multipliée  par_y^,  la 
question  se  réduirait  à faire  un  carré  de  la  formule  cy*  -f- 
~l~  Oy- ‘b’ SS  > tout-à-falt  semblable  à la  pré- 

cédente écrite  en  sens  inverse. 

Mais  on  n’a  pas  besoin  de  passer  par  ce  procédé  ; on  n a 
qu’à  supposer  la  racine  = gxx  + + </  > dans  l’ordre 

inverse , 9 + px  -f-  gxx,  et  on  aura 

O -j-  ùjc  -|-  exx  + djp  -f-  ggx^  z=zqq-^  zpqx  -f-  agqxx  + ppxx 

+ *SP^+S3^^- 

or  les  cinquièmes  termes  se  détruisant  ici  deux-mêmes,  on  dé- 
terminera d’abord  p , de  manière  que  les  quatrièmes  .termes 
te  détruisent  pareillement , ce  qui  arrive  pour 

rf=3g-p,oup=^; 

ensuite  on  déterminera  aussi  9 , alln  de  chasser  les  troisièmet 
termes,  et  on  fera  pour  cet  effet 

c — PP 

. c=  2g'9  + pp,  ou  q=— ^ ; 

cela  fait,  les  deux  premiers  termes  fourniront  réquatio» 
a bx  •=.  qq  -f-  upqx , 
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ou  X 


— — 
b — apq' 


i33.  Nous  retrouverons  ici  l’inconvénient  que  nous  avions  re- 
marqué ci-dessus , dans  le  cas  où  le  second  et  le  quatrième 
terme  manquent,  c'est-à-dire  lorsque  ir=o  et  rt=o;  en  effet, 

on  trouve  alors  p = oetfl  = ~,  donc  x = — ; or  cette 

. . ° 
valeur  étant  inünie , ne  donne  rien  de  plus  que  la  valeur  a:  = o, 

dans  le  premier  cas;  d’où  il  suit  que  cette  méthode  ne  peut 

être  employée  pour  les  expressions  de  la  forme  a -f-  cx^  -f-  ggxK 

i34-  5°.  Résolution  de  la  formule 

V'Jf  + "h  cxx  -f-  dx‘  -\-ggxK 

H est  clair  qu’on  peut  employer  pour  cette  formule  l’une 
et  l’autre  des  deux  méthodes  dont  on  vient  de  faire  usage  ; 
car  d’abord , parceque  le  premier  terme  est  un  carré , on 
peut  prendre  pour  la  racine  y -|-  px  qxx  , et  faire  évanouir 
les  trois  premiers  termes;  ensuite,  comme  le  dernier  terme 
est  pareillement  un  carré,  on  peut  aussi  faire  la  racine  —p 
-|-  px  -j-  gxx , et  chasser  les  trois  derniers  termes , au  moyen 
de  quoi  on  trouvera  même  deux  valeurs  de  x. 

Mais  on  peut  traiter  aussi  cette  formule  par  deux  autres 
méthodes  qui  leur  appartiennent  particulièrement. 

Dans  la  première , on  suppose  la  racine  =/  -f-  px  -f-  gxx  , 
et  on  détermine  p de  façon  que  les  seconds  termes  se  d4- 
truisect  ; c’est-à-dire  que , comme  il  faut  que 

ff+ox-\-  cxx  -f-'dx®  -1-  ggx*  afpx  -f-  sfgxx  + ppxx 

^agpjp+ggxi, 

on  fait 

A f 

b = 2fp  ou  P = -jî 
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et  puisque  de  cette  manière  tant  les  seconds  termes  que  les 
premiers  et  les  derniers  termes  se  détruisent,  ou  pourra  di- 
viser les  autres  par  xx , et  on  aura  l'équation 


c + dx  =:  afg  + PP  + agpx, 
de  laquelle  on  tirera 

agp—d  a — agp 


Et  on  doit  surtout  remarquer  ici  que  comme,  dans  la  formule, 
on  ne  trouve  g qu'à  la  seconde  puissance , la  racine  de  ce 
carré,  ou  g,  peut  être  prise  sons  les  signes  -f-  et  — , et 
qu’il  résulte  de  là  encore  une  autre  valeur  de  x , savoir  : 


a:=s±^kizpp,  ou  ^ = EP--^fsj:;L\ 

— agp—d 

i35.  Il  existe , ainsi  que  nous  l’avons  dit , une  autre 
manière  de  résoudre  cette  formule  : elle  consiste  à supposer 
d’abord,  comme  ci  - dessus,  la  racine  =/ -f- px  -\-gxx , et 
à déterminer  ensuite  p de  manière  que  ce  soient  les  quatrièmes 
ternies  qui  se  détruisent  ; cela  se  fait  en  supposant  dans  l’équa- 
tion fondamentale 

d = agp,  ou  P = — ; 

car  puisque  les  premiers  et  les  derniers  termes  disparaissent 
pareillement,  on  pourra  diviser  les  autres  par  x,  et  il  e» 
résultera  l’équation 

i -f.  ex  r=  2^  + a/gx -f  ppx, 

• J ^ — ^fp 

qui  donne  x = — ? — — . 

ys+pp—'^ 

De  plus,  nous  avons  à remarquer  que  comme  dans  la  formule 

4 


/ 


, V 
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le  rairé  :se  trouve  seul,-  on  peut  supposer  également  q^e 
sa  racine -soit  —f,  et  qu’ainsi  on  aura  aussi  «. 

b + ^fP 
PP—¥g—<^' 

Desorte  que  cette  méthode  fournit  aussi  deux  nouvelles  valeurs 
de  X,  et  que  parconséquent  les  méthodes  que  nous  avons  em- 
ployées, donnent  en  tout  six  nouvelles  valeurs. 

i36.  Mais  ici  il  arrive  encore  que  b et  étant  =o,on  ne  peut 
trouver  pour  x aucune  valeur  qui  conduise  au  but;  desorte 
qu’on  ne  peut  parvenir  à résoudre  la  formulejÇ'' -f-  cxx  -f-  ggxK 
En  effet,  si  b — o et  cf=o,  onapar  l’une  et  l’autie  voie,p=o;  et 

C — g/iï*  ,, 

la  première  donnant  x= — , et  1 autre  x=o,  on  ne 

peut  être  conduit  à des  conclusions  ultérieures. 

iSy.  Voilà  donc  les  trois  formules  auxquelles  on  peut  ap- 
pliquer les  méthodes  que  nous  avons  détaillées  jusqu’ici  ; et 
si , dans  la  proposée , ni  l’un  ni  l’autre  terme  n'est  un  car- 
ré , il  n’y  a aucun  succès  à espérer  avant  qu’on  ait  trouvé 
une  valeur  de  x,  telle  que  la  formule  devienne'un  carré. 

Supposons  donc  que  nous  ayons  découvert  que  notre  for- 
mule devient  un  carré  dans  le  cas  de  x = // , ou  que; 

a-f-  bk  chh  (JfP  -|-  eJP  = kk. 

Si  nous  faisons  x~h  -fy,  nous  aurons  une  nouvelle  formule 
dans  laquelle  le  premier  terme  sera  kk,  c’est-à-dire  un  carré, 
et  qui  parconséquent  retombera  dans  le  premier  cas.  On  peut 
aussi  f»ire  usage  de  cette  transformation  , après  avoir  déter- 
miné par  les  méthodes  précédentes  une  des  valeurs  de  x,  par 
exemple  x =■  h;,  on  n’a  qu'à  faire  alors  ,r  = //  -f-  y , et  on 
parvient  à uue  nouvelle  équation  .sur  laquelle  on  peut  opérer 
de  la  même  manière.  Les  valeurs  de  x , qu’on  aura  ti’ouvée» 
de  cette  façon,  en  fourniront  de  nouvelles;  celles-ci  encore 
d’autief,  et  ainsi  de  suite. 
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i38.  Mais  il  est  surtout  à remarquer  qu’on  ne  peut  en  aucune 
manière  espérer  de  résoudre  les  formules  où  le  second  et  le 
quatrième  terme  manquent , avant  qiie  d’avoir  , pour  ainsi 
dire  , trouvé  une  solution.  Nous  allons  faire  connaître  le  pro- 
cédé à employer  dans  ce  cas,  sur  la  formule  a-j-  ex*,  qui  est 
une  de  celles  qui  se  présentent  le  plus  souvent. 


Supposons  donc  qu’on  ait  trouvé  une  valeur  x = A , et  qu’on 
ait 


a -f-  eh*  = kk  ; 


si  l’on  veut  trouver  par  là  d’autrçs  valeurs  de  x , on  fera 
æ — h , 

et  il  faudra  que  la  formule  suivante  , 

a + eh*  -f-  4^hy  -{-  Sehhyy  -f-  4^hy^  -f*  ^ » 

•oh  un  carré  ; or  cette  formule  revenant  à celle-ci , 

kk  -f-  4eh^y  + Sehhyy  -f-  4^hy'^  -J-  ey* , 

appartient  à la  première  de  nos  trois  espèces  ; ainsi  nous  ferons 
sa  racine  carrée  =k-^py-\-qyy , et  la  formule  elle-même 
parconséquent  égale  au  can'é  kk  -f-  akpy  -f-  ^kqyy  -f-  ppyv 
-f-  apqy^  -f-  qqy* , d’où  il  faudra  d’abord  chasser  le  second 
terme  en  déterminant  p et  q en  conséquence , c’est-à-dire  en 
faisant 


li 

Q f» 

on  P = — , et  6ehh  — akq  -f-  pp  , 

OU 

£ehh — PP 

Zehhkk  — D.cch^  chh  (Zhk  — zeh*y . 

ük 

“ lii  » 

ou  enGn 

ehh  {kk Qa") 
9—  /,3  > 

■à  cause  de  eh^-=^kk — a;  après  cela  les  termes  restans , divisés 


I 
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par_y^,  donneront 

4eh  + ey  = apti  + qqy , ^ . 

d’où  l’on  tire 

_ 4eh  — ^pq. 

y qq  — e ’ 

le  numérateur  de  cette  fraction  peut  se  mettre  sous  la  forme 
4eM4-4ecy(M  + gg)  ou,  à cause  de  eh^  = kk  — a, 

sous  celle-ci, 

/^ehk^  ^/^eh(kk  — à)  (kk-^-  aa)  4^h  ( — akk  3o*) 

4oeA  (au — kit) 

— • 

Quant  au  dénominateur  qq  — e,  il  devient 

e(kk  — a)(kk  + aay  — ek^_ei5ak*  — 4i^>)  ' 

Â6 

ea  (Zk^  — 4^")  , 

— *6  ■ 

amsi  la  valeur  cherchée  sera 

zaeh  (aa  — kk)  ù® ^hkk(za — kk) 

y—  /ti  - ' ae(5k*—4aa)*^  ^ Zk* — 4aa  * 

et  parconséquent 

h(iakk—lé—4aa)  h(k*  — Sakk  + 4aa) 

5/14—4^ ‘ = 

Si  donc  on  substitue  cette  valeur  de  x dans  la  formule 
a + ex^;  elle  devient  un  carré  -,  et  sa  racine  que  nous  avion» 
supposé  ù + PJ'  "f"  ^yy  > cette  forme , 

^h(kk — a)(aa—kk)  , i£k  (kk— a)  (kk+<aa)  Çaa — kk)*  . 
* + Zk*-4aa  ■ (Zli*—4aay 
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P 


ùeh^  _ ehh(kk-i-aà)  4^kk  — kk') 

~k~'  y ~~^k^  — 4aa  •■- 


iSg.  Continuons  de  considérer  la  formule  a -f-  ex*  et  puisque 
le  cas  a~i~eh*^kk  est  connu,  re^ardons-le  comme  four- 
nissant deux  cas  différens,  à cause  de  A et  de  ,r=— A ; 

nous  pourrons,  par  cette  raison,  transformer  notre  formule  en 
une  autre  de  la  troisième  espèce , dans  laquelle  le  premier 
et  le  dernier  terme  sont  des  carrés.  Cette  transformation  se 
fait  par  un  artifice  qui  est  souvent  d’une  grande  utilité , et  qui 
consiste  à faire 

X = 

on  a donc 

n _|_  C ,4-  « (»  -yy  + eA4  (1  +yY 
kk  + 4(J<^  — + Skkyy  -\-4{kk — an)  kky* 

- U-yy 


Hr+y) 

-T=3r' 


Qu’on  suppose  la  racine  de  cette  formule  , conformément 


....  py 

au  troisième  cas , = 


■^yy 


. — , ensorte  que  le  numéra- 

(•— J’)“  ^ 

teur  de  notre  formule  devra  êtrç  égal  au  carré  AA  -f-  skpy 
— akkyy  -f-  ppyy — akpy*  -f.  kky*  ; qqe  l’on  cfiasse  les  seconds 
termes,  en  faisant 

4AA  — 8a  = aA/>,  oup=2^^r — ; 


qu’on  divise  les  autres  termes  par^;y  , èt  on  aura 


ou 

or 


6AA  + 4 (fi^  — = — akk  -}-pp  — akpy , 

y (4AA  — 8a  + akp)  = pp  — 8AA  ; 

akk  — 4o  T ■ . . 

P = — T , et  p/<  = a?A  — 4a, 
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ainsi 


, 07  7 ^ — 4^*— iSaftfe -f  iGcfl  , 

yim-  iGû  ) = » 

— — 4akk  4- 

^ kk{^’ikk  — 4“) 


Si  nous  voulons  trouver  maintenant  x,  nous  avons  d’abord 

^ — 8a/[/t  + 4oa 
^ kk(^akk  — 4®)  * 

et  en  second  lieu 

— 4aa 

* ^ kkÇ^zkk — 4“)  * 

ainsi 

1 -4- y — Zakk  4-  4^a  _ 

1 — y 5k^  — 4®®  * 

et  parconséquent 

— iakk  4-  4®®  J. 

“ m — "4^ 

valeur  qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  déjà  trouvé® 
ci-dessus. 

i4o.  Soit , pour  appliquer  ce  résultat  à un  exemple  , la 
formule  2j4  — i qui  doive  devenir  un  carré.  Nous  avons  ici 

a— 1 et  e = 2 J et  le  cas  connu  où  la  formule  est  un  carré  , 

est  celui  où  x = i ; ainsi  A — i et  kk  r=  i . Donc  nous  au- 
rons la  nouvelle  valeur 

^^î4±^  = _i3,oux  = 4-i3,  . 

3 — 4 

parceque  la  quatrième  puissance  de  x se  trouva  seule  ^ eï 
de  là  résulte 


2x^  — 1 = 57121  = (aSg)*. 
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Si  nous  regardons  à présent  ceci  comme  le  cas  connu  , 
nous  avons  h = i3  et  k — aSg,  et  nous  obtenons  une  nou- 
velle valeur  de  x , qui  est 


X 


5363808641  + 456q68  + 4 
9788435936^  4 


3a633656i5 
9788436933  ' 
43433463969 
9788436933  ■ 


141  • Nous  allons  considérer  de  la  même  manière  la  formule 
un  peu  plus  générale  , a -f-  cxx  -f-  ex^ , et  nous  prendrons 
pour  le  cas  connu  où  elle  devient  un  carré,  x = A;  de- 
sorte  que  a -f-  chh  + eA+  = kk. 

Supposons  donc , afin  de  trouver  par  là  d’autres  valeurs , 
que  X = h et  notre  formule  prendra  la  forme  suivante  : 

I 

a 


chh  + achy  + <yy  " 

eh^  + ~h  ^éhhyy  + 4^hy^  -|-  ey^ 

kk  -h  (3tÀ  4*  4^h^)y  “t"  (c  + ^ehh)yy  -f-  4^hy^  ey*. 

Le  premier  terme  étant  un  carré , nous  supposerons  que 
la  racine  carrée  de  cette  formule , est  k-\-py-^  qyy  ; et  la 
formule  elle-même  devra  être  égale  au  carré  kk  akpy  -f- 
»kqyy  + ppyy  + npqy*  + > déterminons  à présent  p 

et  q , afin  de  faire  évanouir  les  seconds  elles  troisièmes  termes, 
nous  aurons  pour  cet  effet 


ou 

ou 


üch  -f-  4®^'^  = » 

ch  4-  aeh^ 


■ , et  c 4-  Sehk  = akq  4-  PP , 


c 4-  ^ehh  — PP 

9 = ’ 


maiatenant  les  ternie^  suivans  étant  divisés  parj^,  se  réduiseqf; 
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^h  + ey=spq  qqy, 
4eA— ^ 


qq  — e 

et  parconséquent  aussi  la  valeur  x-=.h  ~hy>  <pii  fait  que  la 
racine  carrée  de  notre  formule , est  A + py  + ^i  après 
cela  nous  regardons  ce  nouveau  cas  comme  le  cas  donné  » 
nous  pourrons  trouver  un  autre  nouveau  cas,  et  continuer  de 
la  même  manière  autant. 

142.  Rendons  l’article  précédent  plus  clair,  en  l’appliquant 
à la  formule  1 — xx  -{-  x*:  on  voit  aussitôt  que  le  cas  connu 
est  a:  1=  1 et  k = \ . Si  nous  faisons  donc  ar  = i + , et  la 
racine  carrée  de  notre  formule  =:  i -j-  py  -f-  qyy , il  faudra 
d’abord  que  p =:  1 et  ensuite  q = 2 ; et  ces  valeurs  donnent 

= O et  X = 1 ; or  voilà  le  cas  connu  , et  on  n’en  a pas  trouvé 
un  nouveau  ; mais  on  peut  prouver  autrement  que  la  formule 
proposée  ne  peut  devenir  un  carré  que  dans  les  cas  de  x = o 
et  de  X = ±1  1 . 

143.  Soit  donnée  aussi  pour  exemple  la  formule. ........ 

2 — 3xx  -f-  2x^ , où  n = 2 , c r=  — 3 et  e = 2.  Le  cas  connu 
se  trouvé  aisément  ; il  est  x ==  1 ; ainsi  A ==  i et  k=  i.  Si 
doiie  O»  fait  x = 1 -\-y,  et  la  racine  = 1 + py  -j-  qyy  on  a 


et  de  là  résultent 


pz=i  et  q — 4, 
^ = O et  X = 1 ; 


ce  qui  n’apprend  que  ce  qu’on  savait  déjà. 

i44-  -^utre  exemple.  Soit  la  formule  1 -f-8xx+x<,  où 
a=:i,c=8  ete=:i.  Une  légère  considération  suifit  pour 
remarquer  le  cas  satisfaisant  x = 2 ; car , en  supposant  h — a, 
on  trouve  k=q\  ainsi  faisant  x = a +_y,  et  la  racine  = 7 

+ /y + ‘lyy  > 

P — ~ > q — Tfî  » 
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V = et  a:  — — -Æ» 

J — »aii  * — — âsiT» 

et  on  peut  omettre  dans  ces  valeurs  le  signe  moins.  Mais  ob- 
servons de  plus  dans  cet  exemple,  que  puisque  le  dernier  terme 
est  déjà  un  carré,  et  qu’il  doit  rester  tel  dans  la  nouvelle 
formule , on  peut  également  appliquer  ici  le  procédé  indiqué 
pour  les  cas  de  la  troisième  espèce.  Soit  donc , comme  aupa- 
ravant, 

x = 3-^_y, 

•t  nous  aurons 
1 

3a  -f-  5ay  -f-  iyy 

1 6 -f-  32^  -f-  a4yj  -f  8^ 

4s  + 64y  + ^2yy  -f-  + jt , 

expression  qu  on  peut  maintenant  transformer  en  un  carré  de 
plusieurs  manières.  Car  d’abord  on  peut  supposer  la  racine 
7 ~i~  Py  ~h  yy  > et  parconséqnent  la  formule  égale  au  carré 
49  -h  + i4yy  + ppyy  + apy^  + jt  ; faire  évaneuir  les 
pénultièmes  termes  par  la  supposition 

np  = 8,  d’oùp  = 4î 

diviser  les  autres  termes  par^,  et  tirer  de  l’équafion 
64  + 3a^  = i4p  -}-  i4y  + ppy  = 56  + 5oy , 
la  valeur 

y — — 4 X—  — 3,  Ou  x = -|-3; 
ce  qui  n’est,  à la  vérité,  que  le  cas  déjà  connu. 

Mais  si  l’on  cherche  à déterminer  p de  façon  que  les  seconds 
termes  disparaissent , on  aura 


V 

laS  é L é M E S 

et  les  autres  termes , divisés  par  yy , formeront  l’équatioA 

^4  + PP -h  apy  = 3a  4. 8y , ou  = 3a  + 8^-, 

d’où  fou  tire 

V 

^ J as  4 

et  parconsequent 

et  cette  valeur  transforme  notre  formule  en  un  carré  dont 
la  racine  est  De  plus , comme  — yy  n’est  pas  moins  la 
racine  du  dernier  terme  que  ne  l’est  -\-yy,  «n  peut  aussi 
supposer  la  racine  de  la  formule  = 74  py — y^ft  ou  la  for- 
mule même  = 49  + ^4py  — ' ^4yy  + ppyy  '•  — ’^py^  y 
on  fera  évanouir  les  termes  pénultièmes , en  supposant 

8= — 2p,  ou  /J  = — 4» 

et  divisant  les  autres  par  j;,  on  trouvera  , 

64  4-  3aj  ==  i4p  —i4y  + ppy  = —5S zy,  ^ _ 

ce  qui  donna  _ . . - 

y — — 4,  ’ 

c’est-à-dire  de  nouveau  le  cas  connu.  Que  si  l’on  voulait 
chasser  les  seconds  termes,  on  aurait 

64  = i4Pj  P 

parconséquent , en  divisant  les  autres  termes  ^ , on  ob- 
tiendrait ' 

3a-j-Sy^—i4  + PP  — ^Py>  ou  Sa -f- 8^  = ^ — 

d’où  l’on  tirerait 

y — — ii^*  + .. . . • 

c’est-à-dire  les  mêmes  valeurs  que  nous  avons  trouvées  ci- 
dessus. 
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145.  On  peut  procéder  de  la  même  manière  à l’égard  do 
la  formule  générale  a bx cxx dx^ -j- ex* , quand  on 
connaît  un  cas  comme  x = h ^ dans  lequel  elle  devient  un 
carré  kk-,  la  méthode  est  toujours  de  supposer  ensuite 

x—h+y, 

on  obtient  par  là  une  fotmule  d’autant  de  termes  qu'en  contient 
l’autre , dont  le  premier  est  kk  ; si  après  cela  on  e)cprime  la  ra- 
cine par  /{  -p  py  4"  Çyy  » qu’on  détermine  p et  q de  manière 
que  les  seconds  et  les  troisièmes  termes  disparaissent  aussi , 
les  deux  derniers  pouvant  être  divisés  par  , se  réduisent  à 
une  simple  équation  du  premier  degré,  de  laquelle  on  tire 
facilement  y , et  parconséquent  aussi  la  valeur  de  x. 

Mais  on  sera  cependant,  comme aupàravant,  obligé  d’exclure 
Un  grand  nombre  de  cas  que  donne  cette  méthode  ; savoir  ceux 
où  la  valeur  qu’on  trouve  pour  x,  n’est  autre  que  celle 
x=:k , qui  était  donnée  ; ces  sortes  de  cas  indiquent  ou 
que  la  formule  est  impossible  en  elle-même  , ou  qu’il  faudrait 
trouver  encore  pour  x une  valeur  qui  la  rendit  un  carré. 

i46-  £t  voilà  jusqu’où  on  est  parvenu  jusqu’à  présent  dans 
la  résolution  des  formules  qui  sont  affectées  du  signe  de  la 
racine  carrée.  On  n’a  fait  encore  aucune  découverte  pour 
celles  où  les  quantités  qui  sont  sous  le  signe , passent  le  qua- 
trième degré , et  lorsqu’il  se  présente  des  formules  qui  ren- 
ferment la  cinquième  puissance,  ou  une  puissance  plus  haufae 
de  X,  les  artiGces  que  nous  avons  développés  ne  sullisent  pas  I 

pour  les  résoudre , quaud  même  on  aurait  nn  cas  donné. 

Pour  qu’on  puisse  mieux  se  convaincre  de  la  vérité  de  ce 
que  nous  disons , nous  considérerons  la  formule  kk  -j-  bx  -j- 
exx  4-  dj4  4"  ex*  -j-fx^,  dont  le  premier  terme  est  déjà  ua 
carré.  Si  on  voulait , ainsi  qu' auparavant , supposer  la  racina 
de  cette  formule , r=  k ■+■  px  qxx , et  déterminer  p et  q 
de  manière  à faire  disparaître  les  seconds  et  les  troisièmes 
termes,  il  resterait  cependant  toujours  encore  trois  termes  qui 
a.  l 
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divisés  par  x^,  donneraient  une  équation  du  second  degré,  et 
on  ne  pourrait  évidemment  exprimer  x que  par  une  nouvelle 
quantité  irrationnelle.  Mais  voulût-on  supposer  la  racine  =:  k 
-f-  px  -|-  qxx  rx^ , son  carré  monterait  à la  sixième  puis- 

sance ; et  quand  même  on  déterminerait  p , q et  r de  façon 
à faire  disparaître  les  seconds , troisièmes  et  quatrièmes 
termes , il  n’en  resterait  pas  moins  la  quatrième , la  cin- 
quième et  la  sixième  puissance  -,  et  en  divisant  par  x^,  on 
no  laisserait  pas  d’avoir  une  équation  du  second  degré,  qu’on 
ne  pourrait  résoudre  sans  le  secours  d’un  signe  radical.  On 
voit  par  là  qu’en  effet  nous  avons  épuisé  ce  qu'il  y avait  à 
dire  sur  les  formules  qui  doivent  être  transformées  en  des 
carrés , et  il  ne  nous  reste  qu’à  passer  aux  quantités  affectées 
du  signe  de  la  racine  pubique. 
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Ve  la  méthode  de  rendre  rationnelle  la  formule 

3 

irrationnelle  y a + bx  -f-  cxx  dx*. 

147.  O N cherche  dons  à présent  des  valeurs  de  x,  telles 
que  la  formule  a-^-  i>x-f-  cxx  + devienne  un  cube , et 
qu'on  en  puisse  extraire  la  racine  cubique.  Nous  préviendrons 
aussitôt  qu’on  ne  pourrait  espérer  aucune  solution  de  cette 
espèce , si  la  formule  passait  le  troisième  degré  ; et  nous  ajou- 
terons que  si  elle  n’était  que  du  second  degré , c’est-à-dire 
que  le  terme  dx^  disparût,  la  solution  n’en  deviendrait  cepen- 
dant pas  plus  facile.  Quant  au  cas  où  les  deux  derniers  termes  . 
disparaîtraient,  et  dans  lequel  ce  serait  la  formule  a -f- ix 
qu’il  s'agirait  de  réduire  en  cube,  on  voit  assez  qu’il  ne  souITre 
aucune  difficulté,  et  qu’on  n’a  qu’à  faire  a -f- ix  = , pour 

1 1 — « 

trouver  sur-le-champ  x—' — g — . 

148.  Nous  devons  remarquer  de  nouveau  , avant  que  d’aller 
plus  loin , que  lorsque  ni  le  premier  ni  le  dernier  terme  na 
sont  des  cubes , on  ne  doit  pas  penser  à résoudre  la  formule , 
à moins  qu’on  ne  connaisse  déjà  un  cas  où  elle  devient  un 
cube,  soit  que  ce  casse  présente  naturellement,  soit  qu’on  ait 
été  obligé  de  le  chercher  par  le  tâtonnement. 

Ainsi  nous  avons  d’abord  trois  espèces  de  formules  à con- 
sidérer ; l’une  a lieu  quand  le  premier  terme  est  un  cube  ; et 
comme  alors  la  formule  s’exprime  pary^-f-  èx -f- cxx -f- dx^  , 
on  s’apperçoit  immédiatement  que  le  cas.  connu  est  celui  de 

a 
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X =o.  La  seconde  espèce  comprend  la  formule  a-^-bx  -f-cxx 
-f-  , c’est-à-dire  le  cas  où  le  dernier  terme  est  un  cube. 

La  troisième  espèce  est  composée  des  deux  premières , c’est- 
à-dire  que  le  premier  et  le  dernier  terme  sont  des  cubes. 

i49-  Premier  cas.  Soit  -j- bx -f- cxx -j- dv'^  la  formule 
proposée  qu’il  s’agit  de  transformer  en  un  cube. 

Supposons  que  sa  racine  soit  =/"-}- px  , et  parconséquent 
que  la  formule  soit  égale  au  cube  -f-  'Sffpx  -J-  5fppxx  + p^aP  - 
comme  les  premiers  ternies  disparaissent  d’eux-mêmes  , nous 
déterminerons  p de  façon  à faire  disparaître  aussi  les  seconds 
termes,  savoir  en  faisant 

ù = 3/fp,  d’où  p=-^; 

présentement  les  termes  restans , étant  divisés  par  xx,  donnent 
c-\-dx  = "bfpp  -f-  J^x , et  X — 

Si  le  dernier  terme  dx'  ne  s’était  pas  trouvé  dans  la  for- 
mule , on  aurait  pu  supposer  simplement  la  racine  cubique  rz:/, 
et  on  aurait  eu 

=f^  -f-  éx  -f-  cxx, 

d’où 

b-{-cx=:o  et  x= : 

c 

anais  cette  valeur  n’aurait  pu  servir  à en  faire  trouver  d’autres. 

i5o.  Deuxième  cas.  Si , en  second  lieu,  l’expression  proposée 
est  de  cette  forme , a -f-  ùx  cxx  -f-  , on  indiquera  sa 

lacine  cubique  par  p-f-g-x,  dont  le  cube  est  jP-^-Sgppx 
“H  3°gpx -f-g'’x’,  desorte  que  les  derniers  termes  se  dé- 
truisent; maintenant  qu’on  détermine  p de  façon  qu’aussi  lea 
pénultièmes  disparaissent  : cela  se  fera  en  supposant 

cxzSggpou  pxz~ 


/ 
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«t  les  autres  termes  donneront  ensuite 


d’où  l’on  tire 


o-f-  ùx=  P*  + Zgp'x', 

a — p' 

^-Zgpp-b- 


Si  le  premier  terme  a avait  manqué,  on  aurait  pu  se  con-, 
tenter  d’exprimer  la  racine  cubique  par  gx,  et  on  aurait  eu 

g’’x^  = ùx-f-cxx+g^x’,  ou  o=:b-^-cx,  donc  x = — 

mais  cette  valeur  ordinairement  ne  peut  en  faire  connaître 
d’autres. 


1 5i . Troisième  cas.  Soit  enGn  la  formule/^-f-ix-f-cx.i+^x'’, 
dans  laquelle  le  premier  et  le  dernier  terme  sont  des  cubes  ; 
il  est  clair  qu’on  pourra  la  traiter  comme  l’une  et  comme 
l’autre  des  deux  espèces  précédentes,  et  que  parconséquent 
on  pourra  obtenir  deux  valeurs  de  x. 

Mais  outre  cela,  on  peut  aussi  faire  la  racine  =:/'-|-^x , • ' 

puis  égaler  la  formule  au  cube/^  + + g^^ , 

et  pareeque  les  premiers  et  les  derniers  termes  se  détruisent  , 
et  que  les  autres  sont  divisibles  par  x , on  parviendra  à l’é- 
quation 

i + cx  = Zffg-\^ZfggXy 

qui  donne  r|  ■ - • 

^^b-Zffg 

i52.  Lorsqu’au  contraire  la  formule  proposée  n’appartient 
à aucune  des  trois  espèces  ci-dessus,  on  u’a  d’autre  ressource 
que  de  chercher  une  valeur  qui  change  cette  formule  en  un 
cube;  ensuite  ayant  trouvé  une  telle  valeur,  par  exemple, 
x = A,  desorte  que 


a + bh-^-chh-\-dP  = l^y 

8 


t 
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• • , 
on  suppose  x=h  et  substituant  on  trouve 

û . ■ 

bh  + by 

chh-\-  acfiy  + cyy 

dh^  -f-  Zdhhy-^  Zdhyy  + dy^ 

/d-f-  (b-j-zch  -f-  3dbb)y-l-  (c-t~3db)yy  -j-dy^. 

Cette  nouvelle  formule  appartenant  à la  première  espèce  , 
on  sait  comment  on  doit  déterminer  , et  on  trouvera  par 
là  une  nouvelle  valeur  de  x,  qu’on  pourra  faire  servir  en- 
suite à en  trouver  d'autres. 

1 53.  Eclaircissons  cette  méthode  par  quelques  exemples , et 
supposons  d’abord  qu’on  demande  que  la  formule  i -f-x  + xx, 
qui  appartient  à la  première  espèce , devienne  un  cube. 
Nous  pourrions  faire  aussitôt  la  racine  cubique  i , et  nous 
trouverions 

x-t~xx=o,  ou  ar(i+x)  = o, 
et  parconséquent, 

x = o ou  X = — 1 ; 

mais  nous  ne  pourrions  rien  conclure  de  là.  Ecrivons  donc 
pour  la  racine  cubique  i -\-px , et  comme  le  cube  en  est 
1 -\-3px-{-3ppx^  -{-p'ad , nous  aurons  i ■=.3p  ou  p = j ; 
moyennant  quoi  les  autres  termes  étant  divisés  par  xx, 
donnent 

_ , 1 ^3pp 

i = 3pp+fdx,  ou  x= — 

or  p=|;  ainsi  x=-f=i8,et  notre  formule  est  i -f- i8 
TJ 

■+■324=343 , et  la  racine  cubique  , i+-px  = j.  Si  nous  con- 
tinuons à présent , en  faisant  x=  18+^,  notre  formule  pren- 
dra la  forme  343  + 37y+^;y,  et  il  faudra  par  la  première 
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règle,  en  supposer  la  racine  cubique=7+/»^‘.  en  la  comparant 
après  cela  avec  le  cube  §43+ i47/îy + 
voyons  qu’il  faut  faire  = p , ou  p—  ^\  les  autres 
termes  donnent  en  ce  cas  l'équation  t 

i=zipp  + py, 

d’où  nous  tirons 


1 — 2ipp 33o.  131.147 


io4q58o 

“^«53“’ 


valeur  qui  peut  de  la  même  manière  en  fournir  d’autres. 

i54-  Soit  proposé  d’égaler  à un  cube  cette  autre  formule 
2 -|-  Comme  on  trouve  assez  aisément  le  cas  a:  = 5 , nous 
ferons  aussitôt  x=5  -f-y,  et  nous  aurons  27  + loy  ; 
nous  en  supposerons  la  racine  cubique  =3+/^,  ainsi  la 
formule  même  = uj -f- aypy -f- gppyy -f- py^ , et  nous  aurons 
à faire 


donc 


lo  — zjp,  ou  P 


10 

27’ 


et 


.,—  1 — 9Pb_ 
y-  p,  - 

_ 383 
1 000  ’ 


19.9.37 4®'7 

1000  1000’ 


par  là  notre  formule  devient 

a XX  Z 


S14G689  , 


1000000 

dont  la  racine  cubique  ne  peut  manquer  d’être 

inq 


Z + py: 


100 


i55.  Voyons  aussi  si  cette  formule  peut  dj- 

venir  un  cube  hors  des  cas  évideiis  ar=o,  et  o7=  — 1. 
Nous  remarquerons  d’abord  que , quoique  cette  formule  ap- 

4 " 


r.  . 
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partienne  à la  troisième  espèce , la  racine  i -f-  ne  nous  est 
cependant  d'aucun  usage,  parceque  son  cube  ' i 
X*,  étant  égalé  à la  formule,  donne 

3x  + 3xx  = o,  ou  x(i -f-x)=o, 

c’est-à-dire  de  nouveau  x = o,  ou  x = — i. 

Que  si  nous  vopbons  faire 

nous  aurions  à transformer  en  cube  la  formule  3y~3yy-f>j^,’ 
qui  appartient  à la  seconde  espèce  ; ainsi  supposant  sa  racine 
.cubique  r=p-f-v,  ou  la  formule  même  égale  au  cube 
+ 3ppy  + 5pyy  + J'* , nous  aurions  — 3 = 3p  ou  p = — i , 
et  de  là  l’équation 

^=p^  + ^ppy=—  1 +3j, 

qui  donne  i , ou  infini  ; desorte  qu’on  ne  tire  encore 

aucun  parti  de  cette  seconde  supposition.  Il  ne  faut  pas  s’en 
étonner,  et  c’est  en  vain  qu’on  chercherait  d’autres  valeurs 
pour  x;  car  il  est  démontré  que  la  somme  de  deux  cubes, 
comme  t^-f*x’,  ne  peut  jamais  devenir  un  cube;  ainsi,  en 
faisant  t = i,  il  est  clair  que  la  formule,  i ne  peut 
devenir  un  cube  que  dans  les  cas  que  nous  avons  examinés. 

i5S.  On  trouvera  pareillement  que  la  formule  , a-j-x-^,  ne 
peut  devenir  un  cube  que  dans  le  cas  x — — i.  Cette  for- 
mule appartient  à la  seconde  espèce  ; mais  on  ne  peut  y ap- 
pliquer la  règle  donnée  pour  ce  cas,  parceque  les  termes 
moyens  manquent.  C’est  en  supposant  x = — i -f-y' , ce  qui 
donne  i -f-3y'  — ^yy-f-y^,  qu’on  peut  traiter  la  formule 
suivant  les  trois  cas , et  qu’on  peut  se  convaincre  de  la  vé- 
rité de  ce  que  nous  avançons.  Eu  effet,  si,  dans  le  premier 
cas,  on  fait  la  racine  = i -fy,  dont  le  cube  est  i -\-Sy 
-j-3jy-l-y’,  on  a — 3yy  = 3yy,  ce  qui  ne  peut  être  vrai 
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que  lorsque  y~o.  Qu'ou  suppose,  d’après  le  second  cas,  la 
racine  = — ou  la  formule  =— *1+^ — ^yy^y^t 
on  aura 

i + 3y=—i+5y,  et  y = ^. 


ou  une  râleur  infinie.  Le  troisième  cas  enfin  exigerait  qu’on 
supposât  la  racine  i +_y,  ce  qu’on  a déjà  fait  pour  le 
premier. 

1 67.  Soit  proposée  aussi  la  formule  3 + 3x’ , qui  doive 
devenir  un  cube  : ce  cas  a lieu  premièrement , si  yz=z  — r , 
mais  on  n’en  peut  rien  conclure  ; il  a pareillement  lieu  pour  x=a. 
Qu’on  suppose,  à cause  de  ce  second  cas,  x = z -f-y , on 
aura  la  formule  27  + + 1 ; et  comme  elle 

est  de  la  première  espèce,  on  fera  sa  racine  =3+p_y,  dont 
le  cube  est  27  + 27/y -f- _qp/^ -f- /ry  ; comparant  mainte- 
nant, on  trouve  36  =27^  oup  = ^,  et  de  là  résulte  l’équation 


I 

qui  donne 


1 8 + 3y  = gpp  + = 1 6 + Ify , 


y 


et 


Donc  notre  formule 


3 + 3x-^  = -|^, 


et  sa  racine  cubique 


et  cette  solution  fournira  de  nouvelles  valeurs , si  l’on  en 
desire. 

i58.  Considérons  encore  la  formule  4 + qui  devient 
un  cube  dans  les  deux  cas  x=  2 et  x = 11.  Si  nous 
faisons  d’abord  2 -f-y , ce  sera  la  formule  S-h4y~^yy 
qui  devra  être  un  cube  dont  la  racine  soit  2 + y , 
et  ce  cube  étant  b-}- 
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^=î  + iry. 

y = 3 et  x=ii, 

c’est-à-dire  le  second  cas  donné. 

Si  nous  supposons  à présent  x = ii  -\-y,  nous  avons 
125  -f-  22y  -hyy,  ce  qui  étant  égalé  au  cube  de  5 ou 

à 125  + 75/^-{- , donne  p=||,  et  par  là 

.•M 

i — i^pp+py,  ou  py=i  — i5pp^—^-, 
et  parconséquent 

V iaifisS  SIS? 

J loJVF»  106+8" 

Puisque  x peut  également  être  négatif  et  positif,  supposons 

X = et  notre  formule  deviendra  ce  qui 

1 —y  (i  —yY 

doit  être  im  cube;  multiplions  donc  les  deux  termes  par  i — y , 

aCn  que  le  dénominateur  devienne  un  cube , et  nous  aurons 

^ ^ , et  ce  ne  sera  plus  que  le  numérateur 
(l_^)3 

8 — 8y  -|-  3yy  — 8_y^ , ou,  en  divisant  par  8 , que  la  formule 
1 — ^ ~\-yy  — y^  qu’*l  s’agira  de  transformer  en  un  cube. 
Cette  formule  se  rapportant  à toutes  les  trois  espèces,  confor- 
mons-nous d’abord  à la  première,  en  prenant  pour  racine 
1 — ^y,  le  cube  en  est  i — y -j- ainsi  nous 
avons 

1 — >'  = 3 — îT.y.  ou  27—2yy  = 9—y, 

donc 

y = é'.  donc  = et  1— _yr=-^; 

donc  a:  = 1 1 , comme  auparavant. 

On  trouverait  le  même  résultat,  en  regardant  la  formula 
comme  de  la  seconde  espèce. 


i38 

donc 
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Enfin  , si  on  voulait  s’en  tenir  à la  troisième,  et  prendre  pour 
racine  i — y,  dont  le  cube  est  i — 3^  + '5yy  — y'^ , on  aurait 

— 1 -j-y=—5  + ^,  etj^=i;  d’où  x = i, 
et  par  conséquent  un  résultat  qui  n’est  de  nul  usage. 

iSq.  Maispuisque  nous  connaissons  déjà  les  deux  cas,  x=n 

Q — |-  Y ly 

et  X = 1 1 , nous  pouvons  aussi  faire  x x=  ^ -\-y  ' ** 

y=o,  on  a x=  Sf,  et  si  ^=oo,  on  a x = + ii. 

Soit  donc  x=z et  notre  formule  devient.. 

Z +y 

4 + i±M±l^,  ou  „„.ltiplion. 

i+zy+yy  ‘ 

les  deux  ternies  par  i -{-y,  afin  que  le  dénominateur  devienne 
un  cube,  et  ce  sera  le  numérateur  8 + 6oy  + ^77yy  4"  *2.5y* 
qu’il  s’agira  de  transformer  en  un  cube.  Si,  pour  cet  effet,  nous 
supposions  la  racine  =2  + 5y,  nous  verrions  disparaître 
non-seulement  les  deux  premiers  termes,  mai,s  aussi  les  der- 
niers. Ce  sera  donc  à la  seconde  espèce  que  nous  rapporterons 
notre  formule , en  prenant  pour  racine  p -J-  5y,  le  cube  en  est 
5pfy'-f-  75pyy  -f-  i sSy^  ; ainsi  nous  ferons 

i77  = 75p,  ou  p = 4f, 

et  il  en  résulte 

8 -f-  6oj  =p®  4-  i5ppy. 


ou 


iS41v 


■ ■ 9Sai  V — ■ SGA'- 

■ j56»3  ' 367ÏT5» 


i ce  cas 


d’où  l’on  pourrait  tirer  une  valeur  de  x. . 

. . 2 + 1 IV  . , 

Mais  on  peut  supposer  aussi  x = — ^ , et  dans 

notre  tomnl,  devient  4 + ° . 

i—^y+yy  C^—yr 

desorte  qu’en  multipliant  les  deux  termes  par  i — y,  on  a 
8 -j-  2^  8^_y — 125^®  à transformer  en  un  cube.  Si  donc 
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nous  supposons , conformément  au  premier  cas , la  racine 
= a + dont  le  cube  est  8 + 28^  -j-  ^yy  , nous 

avons 

89-~i25y  = ^ + ^j^, 

OU 


IRQ 

— r~> 


. » S2J. , 
• 3T1  8 


, ^ 
• ^ 2 


d’où  X = n , 


c'est-à-dire  une  des  valeurs  déjà  connues. 

Mais  considérons  plutôt  notre  formule  relativement  au  troi- 
sième cas , et  supposons-en  la  racine  =a  — 5y,  le  cube  de  ce 
binomé  étant  8 — Goy  -f-  1 5o^  — 1 aoy* , nous  aurons  ' 


donc 


28  -j-  8ç^  = — 6o-|-  iSoj'î 

V ~i — ' et  J?  • 

U (il  > ^ 


desorte  que  notre  formule  devient  = > ou  égale  an  cube 

dei^. 

iGo.  Voilà  donc  les  méthodes  dont  on  est  en  possession, 
quant  à présent,  pour  réduire  des  formules  telles  que  celles 
que  nous  avons  considérées,  soit  à un  carré,  soit  à un  cube, 
pourvu  que  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  ne  passe  pas 
le  quatrième  degré  dans  le  premier  cas , ni  le  troisième  dans 
le  second  cas. 

On  pourrait  ajouter  encore  la  question  de  transformer  une 
formule  proposée  en  un  carré-carré,  dans  le  cas  où  l’incon- 
nue ne  passerait  pas  le  second  degré.  Mais  on  observera  que  si 
une  formule,  telle  que  a -j- i>x  ■+■  cxx , doit  être  un  carré- 
carré  , il  faut  premièrement  qu’elle  soit  un  carré , après  quoi , 
il  ne  restera  qu’à  faire  de  la  racine  de  ce  carré  un  nouveau 
carré , par  les  règles  que  nous  avons  données  pour  cela.  Que 
xx-f-j,  par  exemple , doive  être  un  bi-carré , on  fera  d’abord 
un  can  éj  en  prenant 


7PP  — qq 
apq 


ou  X 


_qq—  jpp 

2pq  *, 
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îa  formule  alors  devient  égale  au  carré  — 1_- 

4ppqq  • 

— - ■ ■*  dont  il  faut  transformer  la 

4ppqq 


racms 


7PP  + 

npq 


pareillement  en  un  carré;  qu’on  multiplie  dans  ce 


dessein  les  deux  termes  par  apq , aiin  que  le  dénominateur 
devenant  un  carré,  on  n’ait  à traiter  que  le  numérateur 
apqÇjpp-\-  qq").  On  ne  peut  faire  un  carré  de  cette  formule,' 
qu’après  avoir  déjà  trouvé  un  cas  satisfaisant  ; ainsi  supposant 
q-=p2 , il  faudra  que  la  formule 


appr.  (7PP  4-  ppzA)  =5  2p^2  (7+zi), 

et  parconséquent  aussi , en  divisant  par  p^ , que  la  formula 
2z(y  -f-zz)  devienne  rm  carré.  Le  cas  connu  est  ici  2 = i , 
c’est  pourquoi  on  fera 

zz=i+y, 

et  on  aura 

( 2 + aj')  (8+  +>y)  = i6 +*oy  4-6xy  + a/, 

dont  on  supposeralaracine=4 + !>'■>  I®  carré  164-21^+^^ 

étant  égalé  à la  formule,  donne 

64-2_y=-^;  donc  _y=ç  et  2 = |. 

Or 

z = ^;  donc  q = 9,  p=8  et  a;  = ^, 
et  la  formule 

7 4-xx=^%U. 

Si  enfin  on  extrait  la  racine  carrée  de  cette  fraction , on  trouva 
et  tirant  encore  de  celle-ci  la  racine  carrée,  on  trouve 
donc  c’est  de  ff  que  la  formule  proposée  est  le  carré-carré. 

161.  Enfin  nous  avons  à remarquer  encore  dans  ce  chapitre, 
qu’il  est  des  formules  dont  on  peut  faire  des  cubes  d’une  ma- 
nière tout-à-fait  générale  ; car  si , par  exemple  , cxx  doit  être 
un  cube,  on  n'a  qu’à  faire  sa  racine  =px,  et  on  trouva 
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c 

cxx  = p^x^,  ou  c—p^x,  c’est-à-dire  x~  — , ou  x — cq^, 
en  écrivant  - au  lieu  de  p. 

n ' 


La  raison  en  est  évidemment  que  la  formule  contient  un 
carré;  c’est  pourquoi  toutes  les  formules,  comme  a(i-l-  ex)*, 
ou  abb  -f-  p.abcx  ac*xx , peuvent  très-facilement  se  trans- 

former en  cubes.  En  effet,  qu’on  en  suppose  la  racine  cubique 

b 4- ex  ,, , 

= , on  aura  1 équation 


p(b  + ex) 


^ (è  -f-  ex)^ 


qui,  divisée  par  (b-j-ex)*,  donne 

b 4- ex  J,  , aq^ — b 

a~ - — aou  x-=— , 

c 

valeur  dans  laquelle  q est  arbitraire. 

On  voit  clairement  par  là  combien  il  est  utile  de  résoudre 
les  formules  proposées  en  leurs  facteurs  toutes  les  fois  que  cela 
'est  possible  ; c’est  donc  une  matière  que  nous  croyons  de- 
voir traiter  avec  beaucoup  d’étendue  dans  le  chapitre  suivant. 


/ 
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CHAPITRE  III. 


De  la  résolution  de  la  formule  axx  + bxj  + cyj 
en  ses  facteurs. 


iGa.  J-iE  s lettres  x et  ^ ne  signifieront  ici  que  des  nombre» 
entiers;  et  nous  avons  vu  suffisamment  dans  ce  qui  a précédé, 
et  même  lorsqu’il  fallait  se  contenter  de  résultats  fraction- 
naires, que  la  question  peut  toujours  être  ramenée  à des 
nombres  entiers.  En  effet  si,  par  exemple,  le  nombre  cherché  x 

est  une  fraction,  on  n’a  qu’à  faire  x=:-,  et  on  pourra  tou- 
jours assigner  t et  u en  nombres  entiers  ; et  comme  cette 
fraction  peut  se  réduire  à ses  moindres  termes,  on  regardera 
les  nombres  t et  u comme  n’ayant  aucun  commun  diviseur. 

Supposons  donc  que,  dans  la  formule  présente  , x et^  ne 
soient  que  des  nombres  entiers,  et  tâchons  de  déterminer  les 
valeurs  à donner  à ces  lettres,  pour  que  la  formule  obtienne 
deux  ou  plusieurs  facteurs  ; c’est  une  recherche  préliminaire 
très-nécessaire,  avant  que  nous  puissions  faire  voir  comment 
cette  formule  se  transforme  en  un  carré,  un  cube  ou  une 
puissance  plus  élevée. 

iG3.  Trois  cas  se  présentent  à considérer  ici.  Le  premier 
a lieu  lorsque  la  formule  se  décompose  réellement  en  deux 
facteurs  rationnels,  ce  qui  arrive,  comme  nous  l’avons  déjà  vu 
plus  haut,  lorsque  bb  — ^ac  devient  un  carré. 

Le  second  cas  est  celui  où  ces  deux  facteurs  sont  égaux , et 
, où  parconséquent  la  formule  est  un  carré. 
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Enfin  le  troisième  cas  se  rapporte  à la  décomposition  de  la 
formule  en  facteurs  irrationnels  et  même  imaginaires.  Ils  se- 
ront simplement  irrationnels , lorsque  bb  — /(ac  sera  un  nombre 
positif  sans  être  un  carré;  ils  seront  imaginaires,  si  bb — 4^c 
est  négatif. 

iS4-  Si,  pour  commencer  par  le  premier  cas,  nous  suppo- 
sons que  la  formule  soit  résoluble  en  deux  facteurs  rationnels , 
on  pourra  lui  donner  cette  forme  (fo:  -j-gy)  (^x  + Ay)  , qui 
renferme  donc  naturellement  déjà  deux  facteurs.  Voudra-t-on 
ensuite  qu’elle  contienne  d’une  manière  générale  un  plus 
grand  nombre  de  facteurs,  on  n’aura  qu’à  faire  ^x-f-gy  =pq, 
et  hx  -f-  ky  = rs  ; notre  formule  deviendra  deviendra , dans  ce 
cas,  égale  au  produitpçrs  ; elle  contiendra  parconséquent  quatre 
facteurs,  et  on  pourra  augmenter  ce  nombre  à volonté.  0r 
de  ces  deux  équations  résulte  pour  x une  double  valeur, 
savoir, 

ce  qui  donne 

, , hpq-^hgy—frs—fky. 


et  parconséquent 


frs  — hpq 
y-  fk-hg  • 


et  x = 


fk—hg  ’ 


Or  si  l’on  veut  que  x ety  soient  exprimés  en  nombres  entiers, 
il  faudra  donner  aux  lettres  p,  q,ret  s des  valeurs  telles  que 
le  numérateur  soit  réellement  divisible  par  le  dénominateur  ; 
ce  qui  arrive  lorsque  soit  p et  r , soit  q et  s sont  divisibles  par 
ce  dénominateur. 

i65.  Pour  rendre  tout  cela  plus  clair,  soit  donnée  la  for- 
mule XX — yy,  qui  est  composée  des  facteurs  (x-f-y)  (x— y). 
Si  cette  formule  doit  être  résolue  en  un  plus  grand  nombre  de 
facteurs , on  fera  x -j-y=pq  , et  x — y =:  rs , et  on  aura 


pq  +rs  pq  — rs 

x=.— , ety  = — ; 

a * ■'  -a 


il 
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U faudra  donc , pour  que  ces  valeurs  deviennent  des  nombres 
entiers,  que  les  deux  nombres  pif  et  rs  soient  ou  tous  deux 
pairs  ou  tous  deux  impairs. 

Soient  par  exemple 

P = 7>  9 = 5,  r=3,  i=i: 

on  aura 

pq=z55,  rs  = 3-, 

donc 

x=  19  , =:  16, 

et  de  là  résulte 

XX  — yy  = io5. 

lequel  nombre  est  composé  en  effet  des  facteurs  7 . 5 . 5.  i , de- 
sorte  que  ce  cas  ne  souffre  aucune  difliculté. 

166.  Le  second  en  souffre  encore  moins,  savoir  celui  où  la 
formule  renfermant  deux  facteurs  égaux , peut  se  représenter 
de  cette  manière,  (Jx  -|-  gyY,  c’est-à-dire  par  un  carré,  qui 
ne  peut  avoir  d’autres,  facteurs  que  ceux  qui  proviennent  de' 
la  racine  fa  gy>  car  si  l’on  fait 

fa  + fsy=pçr,  ' , > 

la  formule  devient  r=ppqqn,  et  peut  avoir  parconséqiient  au- 
tant de  facteurs  que  l’on  veut.  11  faut  remarquer  de  plus  que 
l’un  seulement  des  deux  nombres  x et  ^ est  déterminé , et  que 
l’autre  peut  se  prendre  à volonté  ; car 

et  il  est  facile  de  donner  à y une  valeur  telle  que  la  fr^qtion 
disparaisse.  . ’ 

La  formule  de  cette  espèce  la  plus  aisée  à traiter,  est  xx  ; 
si  l'on  fait  x=pqr,  le  carré  xx  renfermera  trois  facteurs  car- 
rés, savoir  pp , qq  et  rr. 

167.  On  rencontre  bien  plus  de  difficultés  en  traitant  le 
traisième  cas,  qui  est  celui  dans  lequel  notre  formulé  ne  peut  se 
décomposer  en  deux  facteurs  rationnels  -,  et  il  faut  ici  recourir 

a.  -K- 
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à des  artifices  particuliers,  à l’effet  de  trouver  pour  x et  y des  va- 
leurs telles  que  la  formule  renferme  deux  ou  plusieurs  facteurs. 

Nous  rendrons  cependant  cette  recherche  moins  dilficile, 
en  observant  que  notre  formule  se  transforme  facilement  en 
une  autre  dans  laquelle  le  terme  moyen  manque;  car  en  effet 

on  n’a  qu’à  supposer  x=- pour  avoir  la  formule 


aa 


suivante  : 


zz—abyz+bbyy  byz—bbyy  , {4ac  — bb)yy 

4a  ~ aa  4a  ’ 


4a 


Ainsi  nous  omettrons  le  terme  moyen  , c’est-à-dire  que  nous 
considérerons  la  formule  cxx-f-cyy,  et  nous  chercherons  quelles 
valeurs  on  doit  doit  donner  à x et  à_y,  pour  qu’elle  se  dé- 
compose en  facteurs.  On  jugera  facilement  que  cela  dépend  de 
la  nature  des  nombres  a etc;  aussi  commencerons nous  par 
quelques  formules  déterminées  de  cette  espèce. 

i68.  Soit  donc  proposée  d’abord  la  formule  xx-f-_yy,  qui 
comprend  tous  les  nombres  qui  sont  la  somme  de  deux  carrés, 
et  dont  nous  allons  mettre  les  plus  petits  sous  les  yeux  ; sa- 
voir, ceux  qui  sont  compris  entre  i et  5o  : 

1,  a,  4,  5,  8,  9,  io,‘i3,  iG,  17,  18,  ao,  a5,  aG,  aq, 
3a,  34,  36,  37,  40,  41,  45,  49,  5o.  ‘ * 

4 * 

On  voit  qu’il  se  trouve  parmi  ces  nombres  quelques  nombres 
premiers  qui  n’ont  point  de  diviseurs;  ce  sont  ceux-ci  : a,  5, 
i3,  17,  ag.  37,  4'-  aütres  ont  des  diviseurs,  et  ils  ren- 
dent plus  claire  la  question  : Quelles  valeurs  doit-on  adopter 
pour  X et^,  afin  que  la  formule  xx  -^-yy  ait  des  diviseurs  ou, 
des  facteurs,  et  qu’elle  ait  même  autant  de  ces  facteurs  que 
l’on  voudra?  Nous  remarquerons  de  plus  qu’on  peut  faire  ab- 
straction des  cas  où  x et  y ont  un  commun  diviseur , parce- 
qu’ alors  xx +yy  serait  divisible  par  le  même , diyUeur , et 
même  par,  son  carré  : par  exemple,  si 

' x = 7p  etyzxjq, 
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la  somme  des  catrés,  ou 

49PP  + 49n  =49(.pp  + q<}). 

sera  divisible  non-seulement  par  7,  mais  aussi  par  49-  C’est 
pourquoi  nous  n’étendrons  la  question  qu’à  des  formules  où 
X et  _y  n’ont  aucun  commun  diviseur. 

On  voit  facilement  en  quoi  consiste  la  dilHculté  ; car  si 
d’un  côté  il  est  clair  que , lorsque  les  deux  nombres  x et  y 
sont  impairs , la  formule  xx  -j-yy  devient  un  nombre  pair , 
et  parconséquent  divisible  par  a , il  est  souvent  assez  dif- 
Hcile  de  reconnaître  si  la  formule  a des  diviseurs  61^  si  elle 
n’en  a pas , lorsque  de  l’autre  côté  un  des  nombres  x et 
étant  pair  et  l’autre  impair , la  formule  elle-même  devient  im- 
paire. Nous  ne  parlons  pas  du  cas  où  x et  seraient  pairs , 
pareeque  nous  avons  déjà  fait  sentir  que  ces  nombres  ne  doi- 
vent point  avoir  de  commun  diviseur. 

16g.  Que  les' deux  nombres  x et_y  soient  donc  premiers 
entre  eux,  et  que  cependant  la  formule  xx  -f-^ doive  contenir 
deux  ou  plusieurs  facteurs.  La  méthode  précédente  ne  peut 
s’appliquer  ici , pareeque  la  formule  n^est  pas  résoluble  en 
deux  facteurs  rationnels;  mais  les  facteurs  irrationnels  qui 
composent  la  formule , et  qu’on  peut  représenter  par  le  produit 
(x  + jl/  — ^ 1 ) (x — y\/  — 1 ),  nous  rendront  le  même  ser- 
vice. En  eITet,-on  sent  bien  que  si  la  formule  xx  yy  a des 
facteurs  réels , il  faut  que  ces  facteurs  irrationnels  soient  com- 
posés d’autres  facteurs;  pareeque  s’ils  n’avaient  pas  aussi  des 
diviseurs,  leur  produit  ne  ptmrrait  pas  non  plus  en  avoir.  Or 
comme  ces  facteurs  sont  irrationnels  , et  même  imaginaires,  et 
que  de  plus  les  nombres  ac'  et  y ne"  doivent  point  avoir  de 
commun  diviseur,  ils  ne  peuvçnt  renfermer  des  facteurs  ra- 
tionnels, et  il  faut  qu’ils  soient  pareillement  irrationnels,  et 
même  imaginaires. 

170.  Si  l’on  veut  donc  que"  la  formule  xx-f-^  ait  deux 
facteurs  rationnels,  il  faudra  décomposer  chacun  des  deux 
facteurs  irrationnels  en  deux  autres  facteurs  ; c’est  pourquoi , 

a 


Dk 


« 
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suppMons  d’aboxd 

« 1/— > = (P  + t/—  O (»■  + ■»  V'— O ; 

et  puisque  y—i  peut  se  prendre  aussi  bien  en  Tnoins  qu’en 
p/tif,  nous  aurons  en  même  temps 

x~-yÿ'—i=(p  — gi/—i)(r-~/y'—  1); 

prenons  maintenant  le  produit  de  ces  deux  quantités,  et  nous 
verrons  que  notre  formule 

xx+yy  = (pp-i-çq)(rr  + sf), 

c’est'à-dire  qu'elle  contient  les  deux  facteurs  rationnels  pp-\-qq 
et  rr+ss. 

Il  nous  reste  à présent  à déterminer  les  valeurs  de  x et  de^, 
qui  doivent  de  même  être  rationnelles;  or  la  supposition  qu» 
nous  avons  faite , donne  > 

x+y^  — i—pr—qs-^-ps\/^i  -}-qri/— 1, 
et 

X — y\/ — i=pr — qs—ps^  — i-—qr\/—i: 
si  nous  ajoutons  ces  formules , nous  avons 

x==.pr — qs;  > 

si  nous  les  soustrayons  l'une  de  l’autre , nous  trouvons 


d'ou 


ajr  V/  — i = aps  1/  — ■ 1 -4-  aqr  v/  — i , 

:i  I. 


y =:ps  + qr. 

11  suit  parconséquent  de  là , qu’en  faisant 


■ ■ I 

x=pr—qs  et  y=ps-f- qr,  ^ 

notre  formule  xx  -f^yy  ne  peut  manquer  d’obtenir  deux  fac- 
teurs , puisqu'on  trouve 

XX  +yy=(pp-hqqXrr'h^^)^ 

Que  ai  l’on  demandait  après  cela  un  plus  grand  nombre  de  fac~ 
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teurs , on  n’aurait  qn’à  donner  de  la  même  manière  à p et  à 
q des  valeurs  telles  que  pp  -f-  qq  eût  deux  facteurs  ; on  aurait 
alors  trois  facteurs  en  tout , et  ce  nombre  pourrait  être  aug- 
menté par  la  méthode  autant  qu’on  you4rait. 

171.  Comme  nous  n’avons  rencontré  dans  cette  solution  que 
les  secondes  puissances  de  p,'  q,  r et  s,  on  peut  prendre  aussi 
ces  lettres  en  moins  ; que  q,  par  exemple, 'soit  négatif,  on 
aura 

x = pr-^-  qs  et  y =zps  — qr; 

mais  ta  somme  des  carrés  sera  la  même  qu’auparavant , ce  qui 
nous  fait  voir  que  quand  un  nombre  est  égal  à un  produit  tel 
que  (pp  -f-  qq  ) ( rr  -f-  fs  ) , on  peut  de  deux  façons  le  décom- 
poser en  deux  carrés  ; car  nous  avons  trouvé  d'abord 

x=pr — qj  et^=ps-f-qr, 

et  en  second  lieu 

x=pr  -i-  qs  et  y —ps  — qr. 

Soit,  par  exemple ,p  = 3,  q = a,  r = aet  s—  1 , «n  aura 
le  produit 

i3.5  = 65  = XX  +yy, 
eu 

x = 4 = x=8  et  y=ii 

puisque  dans  l’nn  et  l'autre  cas 

XX = 65. 

Si  1'  on  multiplie  plusieurs  nombres  de  cette  espèce , on  aura 
aussi  un  produit  qui  pourra  être  d'un  plus  grand  nombre  de 
façons  la  somme  de  deux  carrés.  Qu’on  multiplie,  par  exemple, 

a*-l-i*  = 5,  3»-f2*=i3,  = 

•n  trouvera  iio5,  lequel  nombre  peut  se  décomposer  endeux 
carrés  de  quatre  manières,  comme  on  va  voir; 

i"..,33*-f-4*;  a»...3a*-+-9,*;  3»...3i*-l- ia“-,  4‘..jt4‘  + a3\ 
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172.  Parmi  les  nombres  qui  sont  contenus  dans  la  formule 
XX  +_xy , se  trouvent  donc  premièrement  ceux  qui  sont , pa  r 
la  multiplication  , le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  ; 
en  second  lieu  , ceux  qui  sont  formés  différemment.  Nous  nom- 
merons ces  derniers  facteurs  simples  de  la  fornnile  xx  -i~yy  , 
et  les  premiers  facteurs  composés.  D’après  cela,  les  facteurs 
simples  seront  des  nombres  tels  que  les  suivans  : 

1,  2,  5,  9,  i3,  17,  29,  37,  4>.  49i  etc. 

et  on  distinguera  dans  cette  suite  deux  espèces  de  nombres  ; 
lesuns sont  les  nombres  premiers,  2,  5,  x3,  17, 2g,  37,  4i  , 
qui  n’ont  aucun  diviseur,  et  qui  tous,  excepté  le  nombre  2 , 
sont  tels  que  .si  l’on  en  ôte  1 , le  reste  se  trouvé  divisible  par  4 ; 
desorte  que  tous  ces  nombres  sont  contenus  dans  l’expression 
4n  + 1 • La  seconde  espèce  comprend  les  nombres  carrés  g , 
4g,  'etc. , et  on  remarquera  que  les  racines  de  ces  carrés  , sa- 
voir, 3,7,  etc.  ne  se  trouvent  pas  dans  la  suite,  et  que  ces 
racines  sont  contenues  dans  la  formule  4«*~i-  H est  clair 
d’ailleurs  qu’aucun  nombre  de  la  forme  4x* — t ne  peut  être  la 
somme  de  deux  carrés  ; car  puisque  ces  nombres  sont  impairs  , 
il  faudrait  que  l’un  des  deux  carrés  fût  pair,  et  que  l’autre  fût 
impair  •,  or  nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les  carrés  pairs 
sont  divisibles  pju’  4^  et  que  les  carrés  impairs  sont  contenus 
dans  l’expression  4”  -f-  1 ; si  donc  on  ajoute  un  carré  pair  et 
un  carré  impair , la  somme  aura  toujours  la  forme  4n  -f-  1 , et 
jamais  celle-ci  4” — i-  Que  tout  nombre  premier  au  reste 
qui  appartient  à la  formule  4”  -f-  r , est  la  somme  de  deux 
carrés;  c’est  une  vérité  indubitable,  mais  qu’il  n'est  pas  très- 
facile  de  démontrer. 

173.  Xllons  plus  loin,  et  considérons  la  formule  xx-j-syy  , 
*à  l’effet  de  voir  quelles  valeurs  il  faut  donner  à x et  à^,  afin 

qu’elle  ait  des  facteurs.  Comme  cette  formule  s’exprime  par 
les  facteurs  iraagînaitès  (x — 2)(x — y^ — 2),  on 
voit,  ainsi  qu’aùpâràvant,  que  si  elle  a des  diviseurs,  ces  fac- 
teurs imaginaires  doivent  pareillement  en  avoir.  Qu’on  suppose 
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donc 

x+y\/—a=:(^p-\-q  V^— 2)('‘  + *V' — a)» 
d’où  résulte 

x—y\/  — a = (;j— (J  V/— a)(r — s {/ — 2), 

et  on  aura  , 

XX  + ayy  = (pp+ aqç)  (rr+ass)  ; 

ainsi  cette  formule  a deux  facteurs  qui  ont  la  même  forme. 
Mais  il  reste  à déterminer  les  valeurs  de  x et  de  ^ , qui  pro- 
duisent cette  transformation^  on  considérera,  pour  y parvenir, 
que  , puisque 

X -f-y  ^ — a^pr  — aqs  -f-  qr  y/'—  a -f-ps  y/  — a , 
et  que 


x—y\/  — a=pT—  aqs  — qr\/  — a — ps  y/  — 2, 


en  a la  somme 
et  parconséquent 


ax=  apr  — 
x=pr  — aqs , 


.et  qu’on  a de  plus  la  dilTéreoce 


ay[/ — axzaqr^ — a-f-apsy/ — a; 

desorte  que 

y = qr-i-ps. 

Lnrs  donc  que  notre  formule  xx  -f-  ayy  doit  avoir  des  facteur* , 
ils  seront  toujours  des  nombres  de  la  même  espèce  que  la  for- 
mule, c'est-à-dire  que  l’un  aura  la  forme  pp  -f-  aqq , et  l’autre 
la  forme  rr-f-  ass , mais  xety  pourront  encore  se  déterminer 
de  deux  manières  différentes , parcequc  q peut  être  égalemen 
négatif  et  positif.  Ainsi  on  aura,  i“. 

x'=pr  — aqs,  y = ps  + qr, 

et  a*. 

X = pr  -f-  aqs , y~ps  — éjr.  ~~ 
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iy4-  Cette  formule  xx-f-  ajjy  renferme  donc  tous  les  nom- 
bres qui  résultent  de  l’addition  d’un  carré  et  du  double  d’un 
autre  carré;  et  voici  l’énumération  de  ces  nombres  poussée 
jusqu’au  nombre  5o. 

1,  2,  3,  4,  6,  8,  9,  11,  12,  iS,  17,  18,  19,  22,  a4. 
26,  27,  32  , 33,  34,  36  , 38  , 4*  » 43,  44  , 49,  5o. 

Nous  diviserons , comme  auparavant,  ces  nombres  en  simples 
et  composés;  les  simples,  ou  ceux  qui  ne  sont  pas  composés 
des  nombres  précédées , sont  ceux-ci  ; 1 , 2,  3,  11,  17,  19, 
25,  4>  > 43)  49)  qui  tous,  excepté  les  carrés  a5  et  4g  , *ont 
des  nombres  premiers;  et  il  faut  remarquer  qu’en  général,  si 
un  nombre  est  premier  et  ne  se  trouve  pas  dans  cette  suite , 
on  est  sûr  d’y  rencontrer  son  carré.  On  peut  observer  aussi 
que  tous  les  nombres  premiers  qui  sont  contenus  dans 
notre  formule , appartiennent  soit  à l’expression  8n  -f-  1 , soit 
à8rt  + 3,  tandis  que  tous  les  autres  nombres  premiers,  savoir 
ceux  qui  sont  compris  dans  les  formules  8n-f-5  et  8/1 7 , 
ne  peuvent  jamais  former  la  somme  d'un  carré  et  d’un  double 
carré  ; il  est  de  plus  très-certain  que  tons  les  nombres  pre- 
miers qui  sont  contenus  dans  une  des  premières  formules  , 
8rt  -|-  1 et  8n  +3,  sont  toujours  résolubles  en  un  carré  joint  au 
double  d'un  carré. 

176.  Passons  à l’examen  de  la  formule  générale  xx 
et  voyons  moyennant  quelles  valeurs  de  x et  de_y  peuvent  la 
transformer  en  un  produit  de  facteurs. 

Nous  procéderons  comme  ci-dessus;  nous  représenterons  la 
formule  par  le  produit  (x c)  (x — — c),  et  nous 
exprimerons  pareillement  chacun  de  ces  facteurs  par  deux  fac- 
teurs de  la  meme  espèce  ; c’est-à-dire  que  nous  ferons 

a +^V/— c = (p c)  (.r  + s^—c) 
et 

*— >’V'— c = (P‘~9V'— c)  (r— -jv/— c); 
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, a-a;^tjy  = (pp^cgç)(rr-f-css), 

et  l’on  remarque  encore  que  les  facteurs  sont  de  la  même 
espèce  que  la  formule.  Quant  aux  valeurs  de  a:  et  de  ^ , on 
trouvera  facilement 

x=pr+cqs,  y=ps  — qr, 

ou  bien  aussi 

x=pr—cqs,  y=ps  + qr, 

et  il  est  aisé  d’ima^ner  comment  la  formule  peut  se  résoudre 
en  un  plus  grand  nombre  de  facteurs. 

1 7K.  n sera  facile  maintenant  de  procurer  aussi  des  facteurs 
à la  formule  xx  = cyy  ; car  d’abord  on  n’a  qu’à  écrire  — c au 
lieu  de-f-c;  mais  de  plus  on  peut  les  trouver  immédiatement 
de  la  manière  suivante  : comme  notre  formule  équivaut  au 
produit  ( X (x — y l/c)  , qu’on  fasse 

x+J'l/c=(p+qV/c)(r+s\/c), 
et  _ I 

x—yi/c  = (p^q  v/c)  (r—s\/c), 

et  on  aura  sur-le-champ 

^^—^y=(.PP—cqq)irr—css)‘, 

ensorte  que  cette  formule  est , de  même  que  les  précédentes  , 
égale  à un  produit  dont  les  facteurs  lui  ressemblent  par  la 
forme.  Pour  ce  qui  regarde  les  valeurs  de  x et  de_y,  elles  se 
trouveront  pareillement  être  doubles,  c’est-à-dire  qu’on 
aura,  i*. 

x = pr+cqs,  y = ps  + qr, 

et  a . 

x=zpr—cqs , y=ps—qr. 

Que  si  on  voulait  faire  la  preuve  et  voir  si  on  obtiendrait  par  là 


c 
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Je  produit  qu’on  a trouvé , on  aurait , en  essayant  les  premières 
valeurs  , 


et 

ou 


XX  = ppir  + acpqrs  -J-  ccqqss , 
yy  = P/’"  + + <JW> 

cyy  = cppss  + acpqrs  -|-  cqqrr  ; 


desorte  que 

XX  — cyy  = pprr  — cppss  + ccqqss  — ccqqrr 


ce  qui  n’est  autre  chose  que  le  produit  trouvé  , {pp—  Cqqy 
(rr  — css"). 


177.  Jusqu’à  présent  nous  avons  considéré  le  premier  terme 
sans  coefficient  -,  mais  nous  allons  supposer  à présent  que  ce 
terme  soit  pareillement  multiplié  par  une  autre  lettre,  et 
nous  chercherons  quels  facteurs  la  formule  axx  + cyy  peut 
acquérir. 

Il  est  évident  ici  que  notre  formule  est  égale  au  produit 
(æ  1/  a -\-y  V/ — c)  (xv/u  — y — c ) , et  il  s’agit  par- 

conséquent  de  donner  de  même  des  facteurs  à ces  deux  facteurs. 
Or  il  se  présente  ici  une  difficulté  ; car  si  l’on  voulait , d’après 
la  méthode  précédente , faire 

X y a-f~y  \/ — c = (pl/  a-{-q  {/ — c)  (ri/c+s  — c) 

=apr — cqs  -^ps\/ — ac  -f-qr  y — ac , 
et 


X ^ a — y ^ — c = (p\/a  — q {/ — c)  (ry'a — s {/ — c ) 

= apr  — cqs  — ps  y'—ac  — çr  — ac , 
on  aurait  ’ ) 

ax^a~aapr — acqs , » 

et 

ay  ^ — c = aps  \/  — ac  aqr  ac  ; • 

c’est-à-dire,  qu’on  trouverait  tant  pour  x que  pour  y des 
valeurs  irrationnelles , lesquelles  ne  peuvent  être  admises  ici. 
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178.  Mais  on  éludera  cette  diiRculté , en  faisant 

x^a  -\-y\/—c=  (/>V/a  + ?V/— c)  {r  + s\/-^ac) 

xxpr\/a—cqs\/a-\-qT\/—C’^aps\/ — c, 
et 

X ^a  '—y  \/ — c:=(p  \/ a — q \/ — c)  ( r — i \/ — ac) 

c=pr\/a — vqs^a — qry' — c — aps\/ — c;  ' 

cette  supposition  donnera  pour  x 'et  y les  valeurs  rationnelles 
suivantes  : 

x = pr  — cqs , y=:qr-\-  aps  ; 

et  notre  formule  , axx  cyy , aura  les  facteurs  (,app  -f-  cçç  ) 

( ;t  + acss  ) , dont  l’un  seulement  conserve  la  forme , l’autre 
en  ayant  une  différente. 

17 J.  Il  ne  laisse  pas  cependant  d’y  avoir  une  grande  affinité 
entre  ces  deux  formules  , vu  que  tous  les  nombres  qui  sont 
contenus  dans  la  première  formule,  multipliés  par  un  nombre 
compris  dans  la  seconde , retombent  dans  la  pi-emière.  Nous 
avons  déjà  vu  que  deux  nombres  de  la  seconde  forme  xx-j-acyy, 
laquelle  revient  à la  formule  xx  + cyy  que  nous  avons  consi- 
dérée , étant  multipliés  l’un  par  l’autre,  redonnent  un  nombre 
du  la  même  forme. 

• Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  examiner  à quelle  formule  appar- 
tient le  produit  de  deux  nombres  de  la  première  espèce,  uti  de 
la  forme  axx  cyy  . 

Multiplions , dans  cette  vue , les  deux  formules  ( app  4-  cqq  ) 

( arr  -f-  c«  ) , qui  sont  de  la  première  espèce  ; il  est  aisé  de 
voir  que  ce  produit  pourra  être  transformé  comme  il  suit  : 

C ~h  cqs  )“  -j-  ac  (^ps  — qr)“.  Si  donc  nous  supposons  ici 

apr  -f  cqs  ~ x,  et  ps  — qr  =y , 

nous  aurons  la  formule  xx  4-  cicyy,  qui  e.st  de  la  dernière 
espèce.  Il  suit  de  là  que  deux  nombres  de  la  première  espèce 
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arx  + Çjy , étant  multipliés  l’un  par  l’autre , donnent  pour 
produit  un  nombre  de  la  seconde  espèce.  Si  nous  indiquons  les 
nombres  de  la  première  espèce  par  I , et  ceux  de  la  seconde 
par  II , nous  pouvons  noter  les  conclusions  auxquelles  nous 
venons  d’arriver , par 

1. 1 donne  II;  I.  II  donne  I ; II.  II  donne  II. 

Et  on  voit  bien  clairement  ce  qui  doit  résulter  de  la  multiplica- 
tion de  plus  de  deux  de  ces  nombres  ; savoir  que 

I.  I.  I fait  I ; que  1. 1.  II  fait  II  ; que  I.  II.  II  fait  I. 

Enfin  que  II.  II.  II  fait  II. 

i8o.  Soit,  pour  éclaircir  l’article  précédent,  n =r  2 et 
c = 3 , il  en  résultera  deux  espèces  de  nombres , l’une  con- 
tenue dans  la  formule  zxx  -f-  3jy,  l’autre  comprise  dans  la 
formule  xx  ~f~  6yy.  Or  les  nombres  de  la  première  poussés 
jusqu'à  5o,  sont 

1®.  2,3,  5,  8,  11,  12,  i4>  18,  20,  21 , 27, 29,  3o,  32 , 35 , 
44.45,48,  50. 

Et  les  nombres  de  la  seconde  espèce,  poussés  de  même  jusqu’au 
nombre  5o,  sont 

2°.  1 , 4,  6,  7<  9.  10 , i5,  iG,  22, 24,  25,  28,  3i , 33  , 36» 
40,  4a,  4g- 

Si  donc  nous  multiplions  maintenant  un  nombre  de  la  pre- 
mière espèce,  par  exemple  35,  par  un  nombre  de  la  seconde  , 
supposons  par  3i , le  produit  io85  sera  sûrement  compris  dans 
la  formule  axx  -f-  3yy,  ou  bien  on  peut  trouver  pour  y un 
nombre  tel  que  io85— 3j._y  soit  le  double  d’un  carré,  ou 
= 2xjr;  or  cela  arrive  d’abord  quand  = 3,  dans  lequel  cas 
x = z3\  en  second  lieu  , quand  yz=.  1 1|,  ensorte  que  x = 19  ; 
en  troisième  lieu,  lorsque i3,  ce  qui  donne  x=  17 ; ei 
enfin,  en  quatrième  lieu  , quand^=:  19,  d’où  résulte  x = i. 
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On  peut  partager  ce»  deux  espèces  de  nombres , comme  les 
autres , en  nombres  simples  et  en  nombres  composés  ; on  don- 
nera ce  dernier  nom  à ceux  qui  sont  composés  de  deux  ou  de 
plusieurs  des  nombres  plus  petits  de  l'une  ou  de  l’autre  espèce  ; 
ainsi  les  nombres  simples  de  la  première  espèce  seront  ceux-ci  : 
a , 3 , 5 , 1 1 , 39 , et  les  nombres  composés  de  la  même  espèce, 
seront  8,  la,  i4,  »8,  ao,  ai  , a7,  3o,  3a,  35,  44>  4^, 
4«.  5o,  etc. 

Les  nombres  simples  de  la  seconde  espèce  seront  i , 7,  3i , 
et  tous  les  autres  de  cette  espèce  seront  des  nombres  com- 
posés; savoir,  4>  9>  ^3,  a4;  a5,  a8,  33,  36, 

4®,  4a,4s- 
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C H A P I T R E XII. 

De  la  Transformation  de  la  formule  axx-f-cyjr  en 
des  carrés  et  en  des  puissances  plus  élevées» 

181.  IN"  OüS  avons  déjà  vu  plus  liant  qu’il  est  souvent  impossible 
de  réduire  à des  carrés  des  nombres  de  la  forme  axx-\-cyy  \ 
mais  toutes  les  fois  que  cela  est  possible , on  peut  transformer 
cette  formule  en  une  autre , dans  laquelle  a = 1 . 

Par  exemple , la  formule  app — qq  peut  devenir  un  carré  , et 
comme  elle  peut  aussi  se  représenter  par  (ap  -f-  q)’-—  a (p-j-qY, 
on  n’a  qu’à  faire 

zpfq  = x,  p-\-q=y, 

et  on  parvient  à la  formule  xx  — a^,  dans  laquelle  a = t 
et  c = 2.  C’est  une  semblable  transformation  qui  a lieu  toutes 
les  fois  que  de  telles  formules  peuvent  devenir  des  carrés.  Ainsi 
quand  il  s’agit  de  transformer  la  formule  oxx  + <yy  en  un 
carré,  ou  en  une  puissance  plus  haute,  mais  paire,  on  peut, -sans 
balancer , supposer  a = 1 , et  regarder  les  autres  cas  comme 
impossibles. 

18a.  Soit  donc  proposée  la  formule  xx  -f-  cyy,  et  qu’il  s’agisse 
d’en  faire  un  carré.  Comme  elle  est  composée  des  facteurs 
( X d-  ^ — c ) ( ^ — y y — c ) , il  faut  que  ces  facteurs  soient 

ou  des  carrés  ou  des  carrés  multipliés  par  un  même  nombre. 
Car  si  le  produit  de  deux  nombres , par  exemple , pq , doit  être 
un  carré,  il  faut  que  ' 

p = rr,  q = ss-, 

c’est-à-dire , que  chaque  facteur  soit  de  soi-même  un  carré  , 
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OU  bien  que 

p = mrr,  q = mss, 

et  qu’ainsi  ces  facteurs  soient  des  carrés  multipliés  l’un  et  l’autre 
par  un  même  nombre.  C’est  pourquoi  nous  ferons 

x+yy'-^cz=m{p  + qy'—cy; 

il  s’ensuivra 

x-—yy—c  = m {p  — q V—c)* , 

et  nous  aurons  , 

xx  + <yy=mm{pp  + cqqy, 

re  qui  est  un  carré.  Nous  avons  de  plus,  pour  déterminer 
X tty.  Us  équations  , 

X +y  i/—  c = mpp  -f-  smpq  \/ — c — mcqq , 
et 

X — yŸ — c=.mpp  — ampq  ^ — c — mcqq  , 

dans  lesquelles  naturellement  x équivaut  à la  partie  rationnelle, 
et  y i/ — c à la  partie  irrationnelle  ; ainsi 

x=mpp  — mcqq , yÿ^—c=ampqy — c , ou  y zx  <impq  , 

« 

et  ce  sont  ces  valeurs  de  x et  de_y  qui  transforment  l’expression 
x.c  + cjy  en  un  carré  mm  (^pp-^-  cqq)* , dont  la  racine  est 
mpp  + mcqq. 

1 83.  Si  les  nombres  a:  et  ^ ne  doivent  point  avoir  de  diviseur 
commun,  il  faut  supposer  7n=i.  Alors,  pour  faire  que 
XX  4-  tyy  devienne  un  carré,  on  se  contente  de  prendre 

x=pp  — cqq,  y=zpq, 

ce  qui  rend  la  formule  égale  au  carré  pp  -f-  cqq. 

On  peut  aussi , au  lieu  de  faire 

x=.pp.—cqq. 
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cupposer 

Xz=cqq-^pp, 

VU  que  le  carré  xx  ne  laisse  pas  d'étre  le  même. 

Les  mêmes  formules , au  reste , ayant  été  trouvées  plus  haut 
par  des  voies  tout-à-fait  différentes , il  ne  peut  y avoir  ' de 
doute  sur  la  rigueur  de  la  méthode  que  nous  venons  d’employer. 
En  effet , si  on  veut  que  xx  + cyy  devienne  un  carré  , par  la 

py 

méthode  précédeate , on  suppose  la  racine  = x + et  on 
trouve 

on  efface  les  xx , on  divise  les  autres  termes  pary,  on  multiplie 
par  qq , et  on  a 

cqqy  — sqjqx  + ppy, 
ou 

cqqy—ppy=^pq^, 

divisant  enfin  par  zpq  et  par  y,  il  en  résulta 
x_cqq—^ 

y m ‘ 

Or  X et  y devant , ainsi  que  p et  q , n’avoir  point  de  diviseur 
commun , il  faut  égaler  x au  numérateur  ety'  au  dénominateur, 
et  on  obtient  par  là  les  mêmes  résultats  que  nous  venons  de 
trouver  ; savoir, 

I * . . 

x = cqq—pp,  y = apq. 

184.  Cette  solution  est  bonne,  que  le  nombre  c soit  positif 
eu  qu’il  soit  négatif  ; mais  si  de  plus  ce  nombre  a lui-même 
des  facteurs,  comme  si  c’était,  par  exemple,  la  formule 
XX  -1-  a(yy  qui  dût  devenir  un  carré , on  aurait  non-seulement 
la  solution  précédente , qui  donne 

X — acqq  — pp  et  y = apq  *, 


a 


Dkjilized  by  Google 


D’  À L « È B R C.  aSt 

mais  encore  celle-ci 

x — cqq  — app  ,y  = apq: 

car  dans  ce  dernier  cas  on  a , de  même  que  dans  l’autre , 

XX  -f-  acyy  — ccq*  -f-  uacppqq  -f-  aap^  = (cqq  -f-  app)*  ; 

ce  qui  a lieu  aussi  quand  on  prend  x = app—cqq,  parceque 
le  carré  xx  reste  le  même. 

Cette  nouvelle  solution  se  tronve  aussi  par  la  dernière  mé- 
thode , de  la  façon  suivante  : 

Qu'on  fasse  ' 

x-\-y\/—ac=(^p  V'a-f-qi/— c)*, 
et 

X’-y\/—ac  = {p  l/a— ^ v^— c)% 
on  aura  ' 

Xx-\-acyyr={_app  + cqqy, 

et  parconséquent  -=  un  carré  \ de  plus  ^ à cause  de 

X -f-_y  y — ac  = app  apq  y/—  ac  — cqq , 

et  de 

X — y V/ — aç—app  — apq  \/—ac  — cqq  t 
on  trouve 

x=:app—cqq , yz=apq.  * 

Il  est  clair  aussi  que  si  le  nombre  ac  est  résoluble  en  deux 
facteurs  d’un  plus  grand  nombre  de  manières,  on  pourra  trouver 
aussi  un  plus  grand  nombre  de  solutions. 

i85.  Éclaircissons  tout  cela  au  moyen  de  quelques  formules 
déterminées  ; et  d’abord  , si  c’est  la  formule  xx  -i-yy  qui  doit 
devenir  un  carré  , nous  avons  ac  — i ; ainsi 

, x-=xpp  — qq,  ety  = apq. 

dou  resuite 

xx+yy  = (,pp  + qqy. 

Si  on  veut  que 

. XX  — yy  — un  carré  ; . 

a.  L, 


Digitized  by  Google 


É L É M E « f 


iSa 
on  a 

ac—  — 1 ; 

ainsi  on  prendra 

x = pp-j-qq  , y = 2pq, 
et  il  résultera  de  là 

xx—yyz=:  (^pp  — qqy. 

Veut-on  que  la  formule 

xx-f-  o.yy  z=z  un  carré  ; 

on  a 

ac  — o.\  t, 

qu’on  prenne  donc  . '• 

xxicpp  — zqq , o\i  X = app — qq  ety  = zpq, 
et  on  aura 

XX  + ayy  =(pp  + zqq  y, 

on 

XX  -f-  2J7  = ( zpp  4-  qq  y. 

Si , en  quatrième  lieu , on  veut  que 

i.  I 

XX  — 2^ r=  un  carré, 
où  ûc  = — 2 , on  aura 

' x=zpp-^zqq,  y = zpq-, 

donc 

XX  — zyyz=i{pp  — aqq  )*. 

j.-y>  ; - - 1 

Qu’on  veuille  enfin  que 

■ ■ t 

’f  ’ XX -f- r=  un  carré , 

, ;■  0 I-  • ' ' ' 

•on  aura  ac  = 6 ^ et  parconséquent 

a = 1 , c =6 , ou  a = 3 , c = 3; 
dans  le  premier  cas 

’ ■ U*  ■ 

^.=pp  77  ^<n>  =m, 

.5- 
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desorte  que  ••• 

^-i-(b7  = (pp  + 6t/ç)‘  ; 

dans  le  second  cas 


i63 


d'oùrésul,. 

. -’ÎV 


XX  + — ( spp  + 3<;!7 


, i., 

186.  Mais  si  c’est  maintenant  la  foimufe  cxx Æ’ 
doit  transformer  en  un  carré  ; comtne  nous  avqns>  qi» 

-cela  n’est  possible  que  lorsqu’on;  connaît  déjà' un. 
lequel  cette  formule  devient  féellêment  un  carré:  nÔ^  »u^ 
poserons  que  ce  cas  donne  ait  lieu  pour  ‘ • *T 

• • V-  ; W'.  . R r*  ) 5)'^ 


desorte  qo’alors 


■ ^ — / > J'  '-"i 

. .4  ■ 'O;  6f  .1 

• \‘î  . -'0'  tl 


Pff"  +Cggz=:hh-, 


et  nous  remarquerons  que  cette  formule  peut  se  trWoraer 
en  une  autre  de  la  forme  U + acuu , si  l’on  fait 


. utÇ;.:s 


«ar  en  effet,  si 


A » ^ . 


tt — -1-  Siacfgjcy  -f-  cc^gyy'  ) . ’ ''•fo  ;>? 

> ' hh  J 5 aît.'T 


uu 


on  a 


ffgXJ? 9.fgxy-^ffyy  dCJ  .1  î*»  .4-. 

~ïth  ' ■ 


- 1:  ^ X :ïT  ’sL  s 


« acuu  = + crggyy  + ncggxx  -f-  acfïyv  -,  __ 


^nsî , puisque  * 
en  a 


+cg.g)  -hcyy(aff  4.  ces  t ’ 
AA  ‘ 


<‘ff+ogg  = hh, 

% ' tt-^-  ücüu  ~ axx-4-  cyy  ; 


4>--  V. 
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or  nous  avons  donné  des  régies  faciles  pour  transformer  en  u* 
carré  l’expression  tt  -f~  acuu , à laquelle  nous  venons  de  réduire 
)a  formule  proposée  axx  + cyy, 

187.  Allons  à présent  plus  loin,  et  voyons  comment  la  for- 
mule axx  -f-  cyy , dans  laquelle  a:  et_y  sont  supposés  n’avoir 
aucun  diviseur  commun,  peut  se  réduire  à un  cube.  Les  règles 
données  plus  liant  ne  sufilsent  plus,  tandis  que  la  méthode 
que  nous  avons  indiquée  en  dernier  lieu , s’applique  ici  avec  le 

•plus  grand  succès  ; et  ce  qui  est  surtout  digne  de  remarque , 
'c’est  que  la  formule  peut  toujours  être  transformée  en  un  cube, 
•quels  que  Soient  les  nombres  a et  c ; ce  qui  n’avait  point  lieu 
pour  les  carrés,  à moins  qu’on  n’eût  déjà  un  cas  connu;  et 
ce  qui  n’a  également  pas  lieu  pour  aucune  des  autres  puis- 
sances paires;  la  solution  au  contraire  est  toujours  possible  pour 
les  puissances  impaires,  telles  que  la  troisième,  la  cinquième, 
la  septième,  etc. 

188.  Lors  donc  qu’il  s’agira  de  réduire  en  cube  la  formule 
■UFX  -\-fyy,  on  supposera  d’une  manière  analogue  à celle  qu’on 
a employée 

X v/c-fyl/— c = (p  + 
et 

x\/a—y  c = (p  j/a— -q  v/— c)*; 

le  produit  ( app  + cqq  y , qui  est  un  cube , sera  égal  à la  for- 
mule axx  + <yy-  Mais  on  cherche  aussi  à déterminer  pour 
X’  et  y des  valeurs  rationnelles  , et  heureusement  on  y réussit. 
En  effet , si  l’on  prend  réellement  les  deux  cubes  indiqués,  on 
a les  deux  équations 

xy'a-f-y  y—c—ap^  j/a-f-ôappqj/  — c — Zcpqq  y' a — cq^—e^ 
et  ; 

X \/a—y  \/ — c = ap^  {/a — "Sappq  1/ — c — Zcppq  l/-— c^ 

fiesquelles  il  suit  évidemment  que 

x=.aj^’—Zq>qq,  yziz.Zafpq  — cq\ 
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Qu  on  cherche,  par  exemple,  deux  carrés  xx  et_yy,  dont  U 
somme  xx  -{-yy  fasse  un  cube.  Puisqu’ici 


on  aura 

ce  qui  donne 
Maintenant  si 
on  trouve 
donc 


«=  1 , c = 1 , 

X =p*  — 5pqq,  y=3ppq  — q\ 
^=*^+yy=  ^pp  + qq  )*• 

p = 2 , q = i , 
x = a,^=ii; 

XX  +yy  =135  = 5*. 


189.  Considérons  aussi  la  formule  xx  -f*  3)y'dans  le  dessein 
de  la  faire  égale  à un  cube  : comme  nous  avons  pour  cet 
effet  > 

fl  = i , c = 3, 

nous  trouvons 


d’où  résulte 


^ = P’—9Pqq>  ety=3ppq  — 3q^, 
xx  + 3yy=Cpp-h  3qq  )*. 


Cette  formule  se  présente  as.sez  souvent  ; c’est  une  raison  pour 
en  donner  ici  du  moins  les  cas  les  plus  faciles. 


P 

q 

X 

y 

XX  + 3yy 

1 

l 

8 

C 

64=  4^ 

2 

l 

10 

.9 

343  = f 

1 

2 ^ 

35 

18 

2197  = i3^ 

3 

1 

0 

«4 

1728  = 12* 

1 

3 

80 

73 

2ig52  = 28* 

3 

a 

8t 

3o 

9261  = 21* 

9 

3 

i54 

45 

39791  = 3i* 

S 
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iqo.  Sap?  la  condition  que  les  deux  nombres  x et^  ne 
doivent  point  avoir  de  commun  diviseur , la  question  ne  serait 
sujette  à aucune  difficulté  ; car  si  axx  -f-  cyy  devait  être  un 
cube  , on  n’aurait  qu’à  faire 


X = tzz  ,y~uz , 

et  la  formule  deviendrait  attz  -+•  cuuzz’,  on  l’égalerait  au  cube 

z’  . A 

-TT,  et  on  trouverait  aussitôt 

z = v^  (att-f-  cuu  ) ; 


parconséquent  les  valeurs  cherchées  de  ar  et  de  y seraient 

x = tu^  (atl-j-  cuu  "),  y = uv^  ( att  + cuu  ) , 

lesquelles  ont,  outre  le  cube  , aussi  la  quantité  att  -f-  cuu 
pour  commun  diviseur;  desorte  donc  que  cette  solution  donne 
sur-le-champ 


axx  -{-  <yy  = v®  ( att -j-  cuu  y (ait -f-  cuu  ) = v®  ( att  + cuu 

ce  qui  est  évidemment  le  cube  de  (att-f-  cuu). 

iqi . La  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  en  dernier  lieu, 
est  d’autant  plus  remarquable , que  c’est  par  le  moyen  de  quan- 
tités irrationnelles  et  même  imaginaires,  que  nous  sommes 
parvenus  à des  solutions  qui  demandaient  absolument  des 
nombres  rationnels  et  même  entiers.  Mais  ce  qui  est  encore 
plus  digne  d’attention,  c’est  que  , dans  le  cas  où  l’irrationna- 
lité  s’évanouit , notre  méthode  ne  peut  plus  avoir  lieu.  En 
elFet , lorsque  , par  exemple  , la  formule  xx  -f-  cyy  doit  être 
un  cube , on  ne  peut  qu’en  inférer  que  se*  deux  facteurs  irra- 
tionnels , X -l-y  — c et  X — y \/  — c , doivent  pareillement 
être  des  cubes , vu  que  ar  et  _y  n’ayant  point  de  diviseur 
commun,  ces  facteurs  ne  peuvent  pas  non  plus  en  avoir.  Mais 
*i  les  radicaux  disparaissaient,  comme , par  exemple , dans  le 
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ce  principe  n’aurait  plus  lieu  ; parcequ’il  se  pourrait  ti  ès-bien 
que  les  deux  facteurs,  qui  seraient  alors  j:-f-^etx — y , 
eussent  des  diviseurs  communs , quand  même  x et  jr  n’en 
auraient  pas;  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si  ces  deux  lettres 
exprimaient  des  nombres  impairs. 

Ainsi,  lorsque  xx — yy  doit  devenir  un  cube,  U n’est  pas 
nécessaire  que  tant  x que  x —y  soient  d’eux-mêmes  de» 
cubes  ; mais  on  pourra  supposer 

x-f-_y  = 2p%  X— j = 4(7’; 

et  la  formule  xx  — yy  sera  incontestablement  un  cube 
puisqu’on  la  trouvera  = 8/r’q’ , dont  la  racine  cubique  est 
apq.  On  aura  de  plus 

X = -f-  , y = p^  — K 

Lorsqu’au  contraire  la  formule  oxx  -f-  cyy  n’est  pas  résoluble  ' 
en  deux  facteurs  rationnels  , on  ne  pourra  trouver  d’autres  so- 
lutions que  celles  qui  ont  été  données. 

iq2.  Nous  éclaircirons  lesrecherchag  qui  précèdent  par’quel- 
ques  questions  curieuses. 

Question  première.  On  demande  un  carré  xx  en  nombres 
entiers , et  tel  qu’en  y ajoutant  4 , la  somme  soit  un  cube  ; le 
cas  a lieu  pour  xx=  121 , mais  on  veut  savoir  s'il  y a d’autres 
cas  semblables  ? • 

Comme  4 est  "n  carré,  on  cherchera  d’abord  les  cas  où 
XX  -f-_)[y  devient  un  cube  ; or  nous  en  avons  trouvé  un  qui  ^ 
lieu , si 

X — p'—  3pqq , y ~ ôppq  — q^. 

Puis  donc  que  vy  = 4,onny:=d22,et  parconséquent  • 
ôppq  — = -j-  2 , ou  Zppq  — ÿ’  sas  ■—  2 : 

4 
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dans  le  premier  cas  on  a donc 

9 (3pp  — 79)=:2; 
ainsi  q est  un  diviseur  de  a. 

Cela  posé , supposons  premièrement  ç = i ; nous  auront 
Zpp  —i  = a;  donc  p = i , 

d’où  dérivent 

ar  = a , xx  = 4< 

Si  nous  supposons.,  en  second  lieu , q = a,  nous  avons 
€pp  — 8 = rfc  a ; 

que  si  nous  admettons  le  signe  -f- , nous  trouvons 
&ppz=io  ,pp  = \. 


d’où  ré.sulterait  une  valeur  de  p irrationnelle  , et  qui  ne  peut 
avoir  lieu  ici  ; mais  si  nous  considérons  le  signe  , nous 
ayons 

Gpp  = 6 , P = I ; donc  x =c  1 1 . 

Voilà  les  seuls  cas  possibles , et  on  en  conclut  que  les  deux  carrés 
4 ec  lai  sont  les  seuls  qui,  ajoutés  à 4,  donnent  des  cubes. 

- 193.  Question  deuxième.  On  cherche  en  nombres  entiera 
d’autres  carrés  que  a5,  qui,  ajoutés  à a , donnent  des  cubes. 

Puis  donc  que  xx  -f-  a doit  devenir  un  cube,  et 'puisque  a 
est  le  double  d’un  carré,  déterminons  d’abord  le»  cas  où  la 
formule  xx  -f-  zyy  devient  un  cube  ; nous  avons  pour  cet  effet , 
par  l’article  188,  où  a = 1 et  c = a ; nous  avons , dis-je , 

X = P*  — 6pqq  et  y = 3ppq  — aq*  ; 
il  faut  donc,  à cause  de^  = ± 1 , que 

3ppq  — aç*  = q (3pp  — aqq)  =db  1 , 
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et  parconséquent  que  q soit  un  diviseur  de  i . 

Soit  donc  qz=i , et  nous  aurons 

Zpp  — 2 = d::  1 ; 

si  nous  prenons  le  signe  supérieur,  nous  trouvons 

Zpp  = 3 , donc  P r=  1 , et  X 1=  5 ; 

et  si  nous  adoptons  l’autre  signe,  nous  parvenons  à une  valeur 
de  P , qui  étant  irrationnelle , ne  nous  est  d’aucun  usage  ; il 
s’ensuit  donc  qu’il  n’y  a pas  de  carré , hors  a5 , qui  ait  la  pro- 
priété desirée. 

ig4.  Question  troisième.  On  cherche  des  carrés  qui , mul- 
tipliés par  5 et  ajoutés  à 7 , produisent  des  cubes  ; on  bien  on 
demande  que  5xx  -f*  ^ soit  un  cube. 

Qu’on  cherche  premièrement  les  cas  où  5xx  + "jyy  devient 
un  cube;  on  trouvera  par  l’article  i88,  où  qr=5  et  c = 7, 
qu’il  faut , pour  cela , que 

X = 5p5  — aipqq , y— \ Sppq  — 79*; 

ainsi,  comme  dans  notre  exemple , ÿ =±.  i , on  a 

1 5ppq  — 7^3  r=  q ( 1 5pp  — 7q<7  ) = ± 1 , 

il  Faut  donc  que  q soit  un  diviseur  de  1 ; c'est-à-dire,  que 
q = i -,  on.  aura  parconséquent 

i5pp  — 7 = ±i, 

d’où  résultent  / dans  l’un  et  l’autre  cas,  des  valeurs  de  p qui 
sont  irrationnelles  ; mais  il  ne  faut  cependant  pas  se  presser  de 
conclure  que  la  question  est  impossible,  vu  que  petq  pourraient 
, être  des  fractions  telles  que  y=  1,  et  que  x devînt  un  nombre 
entier  ; et  c'est  ce  qui  arrive  réellement  ; car  si 

p=3,  q — i. 
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on  h'ouTC 

y , x-='2.\ 

mais  il  est  vrai  qu'il  n’y  a pas  d’autres  fractions  qui  rendent  la 
solution  possible. 

ig5.  Question  quatrième.  On  demande  en  nombres  entiers 
des  carrés  dont  le  double  , diminué  de  5,  soit  un  cube;  ou  bien 
on  veut  que  zxx — 5 soit  un  cube. 

Si  nous  commençons  par  chercher  les  cas  qui  coninennent  à 
la  formule  tixx  — 5y_y  , nous  avons  dans  le  i88*  article 
0 = 2,  etc  = — 5;  ainsi 

a:  = 2/3^  + 1 5pqq , y = 6ppq  + 5q^. 

Or  que  _y  = ± i , et  conséquemment 

Gppq  + 5q’  = q ( Gpp  + 5qq  ) = ±1  1 ; 

et  comme  cette  condition  est  impossible  en  nombres  entiers  et 
même  en  fractions , ce  cas  devient  très- remarquable.,  puis- 
qu'il existe  cependant  une  valeur  de  x qui  satisfait  ; savoir 
X en  effet , dans  ce  cas 

axx  — 5 = 27 , 

ou  égal  nu  cube  de  3.  Il  est  important  de  rechercher  la  raison 
de  cette  singularité. 

iqS.  Non-seulement  il  est  possible,  comme  nous  l'avons 
reconnu  , que  la  formule  axx  — 5^^  soit  un  cube  ; mais  de 
plus , la  racine  de  ce  cube  a la  forme  2^  — 5qq , comme  on 
peut  s’en  convaincre  en  faisant 

x = 4,y=i,etp  = 2,q=i; 

ainsi  nous  connaissons  un  cas  où 

axx  — 5yy  =(app  — ZqqY , 

quoique  les  deux  facteurs  de  axx  — ^yy , savoir  x^a  -f  j y/  5 , 
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et  X 2 — y V/  5 , qui , suivant  notre  méthode  , devraient  être 
les  cubes  de  p \/  a -j-  q \/  5 , et  de  p \/ 2 — q\/  h,  ne  soient 
pas  des  cubes  ; car  dans  notre  cas 

X)/ 2 + J-  v/5  = 4v/a-f-V'5, 

au  Heu  que 

(/j\/a  + qV/  + V'5)’  = 4b'\/2  + 29\/5; 

ce  qui  n’est  nullement  identique  avec  4 \/  2 -f-  \/5. 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  formule  rr — loss  peut  de- 
venir 1 ou  — 1 d’une  infinité  de  manières  ; par  exemple  , si 
r = 3 et  s = 1 , si  r=  ig  et  i = G ; et  cette  formule  multipliée 
par  app — Sqq  reproduit  un  nombre  de  cette  dernière  forme. 

Soit  donc 

ff—  > » 

et  au  lieu  de  supposer,  comme  nous  avons  fait  ci-dessus , 

2XX  — 5yy  =:  (_2pp  — oqqy, 
nous  pourrons  poser,  plus  généralement,  , 

2XX  — 5yy~  (Jf—  (_  2pp  — 5qq  y ; • 

desorte  què  prenant  les  facteurs  , nous  aurons 

x^2±y[/5-=:(J'dzg\/  lü)  ip[/2±zq 
Or 

(p  V/a  ± <7 1/  5 )’=  ( ap"  -l-'i  5pqq  ~)\/ 2 ±.{_  Sppq  -f  5p’ ) v/  5 ; 

* 

et  si , pour  abréger,  nous  écrivons  u4[/2-j-/i\/5ila  place 
de  cette  quantité,  et  qiie  nous  multiplions  par  f-i~  g l/io, 
nous  aurons  j4f  y' 2 -f-  Bf  p'5  -f-  2 Ag  5 SBg  a à égaler 
àxj/u-j-yy/S,  d’où  résulte 

x = Jf+5Bg,yz=Bf+aÂg- 

1*' 
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or , puisqu’il  faut  que  _y  = ±:  1 , il  n’est  pas  absolument  néces- 
saire que 

Sppq  + 5q’  ■—  1 ; 

au  contraire,  il  suffit  que  la  formule  c’est-à-dire  que 

f i^ppq  + 5<7^  ) -f-  + i5pqq)  = ±:  1 -, 

desorte  que  f et  g peuvent  avoir  plusieurs  valeurs.  Soit , par 
exemple  , f=  5 et  g — i , il  faudra  qu’on  ait 

( t8ppq+  1 V + + Zopqq  ) = di  1 , 

«U  bien  que 

-f-  1 Sppq  -f-  3opqq  1 = ± 1 . 

J 37.  Cette  difficulté  de  déterminer  tous  les  cas  possibles  de 
cette  espèce  , n’a  lieu  cependant  que  lorsque  dans  la  formule 
axx  4-  cyy,  le  nombre  c est  négatif  ; et  la  raison  en  est  qu’alors 
cette  formule , ou  bien  cette  autre  xx  — oeyy  qui  en  dépend , 
peut  devenir  = 1 ; ce  qui  n’arrive  jamais  quand  c est  un 
nombre  positif,  parceque  axx  -f-  cyy,  ou  xx  + acyy,  donne 
toujours  des  résultats  d’autant  plus  grands  que  les  valeurs  de  x 
ety  sont  elles-mêmes  plus  grandes.  C’est  pourquoi  la  méthode  que 
nous  venons  d’expliquer,  ne  peut  s’employer  avec  avantage  que 
dans  les  cas  où  les  deux  nombres  a etc  ont  des  valeurs  positives. 

198.  Passons  maintenant  au  quatrième  degré,  et  commençons 
par  observer  que , si  la  formule  axx  -|-  cyy  doit  devenir  un 
bi-carré , il  faut  que  a = i -,  car  si  ce  nombre  n’était  pas  un 
carré , il  ne  serait  pas  même  possible  de  transformer  la  for- 
mule en  un  carré  ; et  si  cela  était  possible , on  pourrait  aussi 
lui  donner  la  forme  U -f-  acuu  ; c’est  pourquoi  nous  n’éten- 
drons la  question  qu’à  cette  dernière  formule , qui  revient  à la 
précédente  xx cyy,  dans  la  supposition  de  0=1.  Cela 
posé,  il  s’agit  de  voir  quelle  doit  être  la  nature  des  valeurs 
de  a:  et  de  y,  pour  que  la  formule  xx  -f-  cyy  devienne  un 
carré-carré.  Or  comme  elle  est  composée  des  deux  facteurs 
(_x-i~y\/ — c)  (.r — y — c),  il  faut  que  chacun  de  ces 
facteurs  soit  aussi  un  carré-carré  de  la  même  espèce  ; et  on 
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doit  faire 

* +y  V^— c=  ( /»  + 9 V/—  c)* I ^—y  V'—  c—(p—q cY, 

d’où  il  résulte  que  la  formule  proposée  devient  égale  au  bi- 
carré (pp  -j-  cqq  Y'  Quant  aux  valeurs  de  x et  de^,  elles  se 
déterminent  facilement  par  le  développement  qui  suit  : 

x-\-y\/ — c=p*  + ^p^q\/ — c — Bcppqq  + ccq* — 4<^pq^^ — c , 
X — y — c=p*  — 4p^q  y' — c — Gcppqq  + ccq* -j-^cpq^  y — c ; 

donc  x=p^ — ^^ppqq  + ^<^q*  » y — 4p^q — 

igq.  Ainsi,  lorsque  xx  -4-yy  doit  être  un  bi-carré,  comme 
actuellement  c = i , nous  avons 

x=pi  — Bppqq  + q^,  y = 4f^  q — 4pq^  ; 


ensorte  que 


xx+yy  = (^pp  + qqY- 


Supposons , par  exemple , p = aetq=i,  et  nous  tron»> 
yerons 

,,  , , , ^=7  ,y  = !^4. 

a ou  resuite 

XX  -hyy  = 6a5  = 5*. 

Si  p=  3 et  q — U,  nous  çbtenons 


*=  »>9.  y — 

ce  qui  donne 

XX  -i-yy=  i3*. 

aoo.  Quelle  que  soit  la  puissance  paire  dans  laquelle  il 
s’agisse  de  transformer  la  formule  axx  + tyy , il  est  toujours 
absolument  nécessaire  que  cette  formule  puisse  être  réduite 
à un  carré  mais  il  suffit  pour  cet  effet  qu’on  connaisse  un 
seul  cas  où  cela  arrive  ; car  on  pourra  ensuite  transformer 
U formule,  comme  nous  avons  yu,  en  une  quantité  de  la 
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forme  tt  -j-acuu  , dans  laquelle  le  premier  terme  U n’est  mul- 
tiplié que  par  i ; desorte  qu’on  peut. la  regarder  comme  étant 
contenue  dans  l’expression  xx  -i-  tyy,  et  c'est  d’une  manière 
toujours  semblable  qp’on  peut  donner  à cette  dernière  expres- 
sion la  forme  d’une  sixième  puissance  ou  d’une  puissance  paire 
plus  haute  quelconque. 

201.  Cette  condition  n’est  pas  requise  pour  les  puissances 
impaires  ; et  quels  que  soient  les  nombres  a et  c , on  pourra 
toujours  transformer  la  formule  oxx+cyy  en  une  puissance 
impaire  quelconque.  Qu’on  demande,  par  exemple,  la  cin- 
quième, on  n’aura  qu’à  faire 

x\/a-hj\/—c=c  (p\/a  + q 
et 

xV/n  — y\^  — c=  {p\/a  — qy/  — c)^, 
et  on  obtiendra  évidemment 

cxx  -f  = ( app  + cqq  ; 
de  plusj  comme 

(py/a  + q y/— c)5  = aap^  y/  a -\-5aap^q  y/ — c — i oacp'^qq  y/a 
— 1 oacppq^  y/—  c -fr  Sccpq^  a + ccq*  V'—c, 
on  trouvera  avec  la  même  facilité 
x=aap^ — loacp^qq  + Bccpq^,  y = 5aap*q — loacppq^-i-ccq^. 

Si  donc  on  demande  que  la  somme  de  deux  carré.s,  ou 
XX  ^-yy,  soit  en  même  temps  une  cinquième  puissance,  oa 
aura  a = i et  c = i ; donc 

x — p^  — 1 op^qq  -f-  5pq^ , y = 5p*q  — loppq^  -f*  > 

«t  en  faisant  de  plus  p = 2etq=i,  on  trouvera 
X ■ — o8  , y — 4^  > 

parconséquent 

XX  -f-  „vy  = 3 1 u5  = 5^. 

i . É *.  » À 


Digitized  by  Coogle 


CHAPITRE  XIII. 

De  quelques  expressions  de  la  forme 

qui  ne  sont  pas  réductibles  à des  carrés. 

no3.  On  s’est  donné  beaucoup  de  peine  pour  trouver  deux 
bi-carrés , dont  la  somme  ou  la  dilFérence  fût  un  carré;  mais 
inutilement,  et  même  on  est  parvenu  à la  Un  à démontrer  que 
ni  la  formule  aé  -\-y* , ni  la  formule  , ne  peuvent  de- 

venir des  carrés,  si  ce  n’est  dans  les  cas  évidens  où,  dans  la 
première  , æ ou  _y  = o,  et  où  , dans  la  seconde,  _y  = o ou 
y ~x.  La  chose  est  d’autant  plus  remarquable , qu’on  peut 
trouver,  comme  on  l’a  vu  , une  infinité  de  solutions,  lorsqu’il 
ne  s’agit  que  de  simples  carrés. 

ao3.  Nous  allons  donner  la  démonstration  dont  nous  venons 
de  parler,  et  afin  de  procéder  par  ordre,  nous  remarquerons 
avant  toutes  choses  que  les  deux  nombres  x tty  peuvent  être 
regardés  comme  premiers  entre  eux.  En  effet , si  ces  nombres 
avaient  un  commun  diviseur,  comme  on  pourrait  faire  x = <fp 
éX.x^=dq,  nos  formules  deviendraient  et 

ces  formules,  si  elles  étaient  des  carrés,  resteraient  des  carrés 
étant  divisées  par  ; donc  aussi  les  formules  et  — q-*, 

dans  lesquelles  p et  q n’ont  plus  de  commun  diviseur,  seraient 
des  carrés;  parconséquent  il  suffira  de  prouver  que  nos  for- 
mules , dans  le  cas  où  x et  ^ sont  des  nombres  premiers 
entre  eux,  ne  peuvent  devenir  des  carrés,  et  notre  démonstra- 
tion s'étendra  d’elle-même  à tous  les  cas  où  x et_y  auraient 
4ee  divisems  communs. 
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ac>4-  Nous  commencerons  donc  par  la  somme  de  deux  bi" 
carrés , savoir  par  la  formule  + y* , et  en  considérant  x et  _y 
.comme  des  nombres  qui  sont  premiers  entre  eux.  Il  s’agit  de 
prouver  que  cette  formule  ne  peut  devenir  un  carré  que  dans 
les  cas  mentionnés  ci-dessus  : or  voici  les  raisonnemeus  que 
cette  démonstration  exige. 

Nier  la  proposition , ce  serait  prétendre  qu’il  peut  y avoir 
des  valeurs  de  x et  de  y,  telles  que  x*  -f-y*  fut  un  carré, 
quelque  grandes  qu’elles  fussent , puisqu’il  n'y  en  a pas  de 
petites. 

Or  on  peut  faire  voir  clairement  que  si  x ety  avaient  des 
valeurs  satisfaisantes , on  pourrait , quelque  grandes  que  fussent 
ces  valeurs,  en  déduire  de  moindres  pareillement  satisfai- 
santes, tirer  de  celles-ci  des  valeurs  encore  plus  petites,  et 
ainsi  de  suite.  Puis  donc  qu’on  ne  connaît  aucune  valeur  'en 
petits  nombres , excèpté  les  deux  cas  ci-dessus  qui  ne  mènent 
pas  plus  loin , on  peut  aussi  conclure  avec  assurance  qu’il 
n’existe  point  de  valeurs  de  x et  de  y de  la  nature  de  celles  qu’on 
cherche  , et  pas  même  dans  les  plus  grands  nombres.  La  pro- 
position avancée  à l'égard  de  la  différence  de  deux  bi-carrés, 
X*  — y*,  se  démontrera  par  le  même  principe,  comme  on  le 
verra  plus  bas. 

2o5..  Ce  sont  les  points  suivans  qu’il  faut  considérer  mainte- 
nant , si  on  veut  se  convaincre  que  x^-f-y*  ne  peut  devenir  un 
carré  que  dans  les  cas  évidens  dont  nous  avons  parlé. 

1®.  Puisque  nous  supposons  que  x ety  sont  des  nombre* 
premiers  entre  eux  , c’est-à-dire , qui  n’ont  point  de  commun 
diviseur,  il  faut  qu’ils  soient  ou  impairs  tous  les  deux,  ou  que 
l’un  soit  pair  et  que  l’autre  soit  impair. 

a®.  Mais  ils  ne  pourraient  être  impairs  tons  deux,  parce— 
que  la  somme  de  deux  carrés  impairs  ne  peut  jamais  être  un 
carré  ; car  un  carré  impair  est  toujours  contenu  dans  la  for- 
mule 4«  + 1 ) et  parconsequent  la  somme  de  deux  carrés  im— 
paits  aura  la  forme  4»  a , ce  qui  étant  divisible  par  a , mai» 


Digiiized  by  Google 


D’A  l G É B R E.  177  - 

non  par  4,  ne  peut  être  un  carré  (70).  Or  ce  que  noua  venons 
de  dire  doit  s’entendre  aussi  de  deux  bi-carrés  impairs. 

3°.  Si  donc  doit  être  un  carré,  il  faut  qu’un  des 

termes  soit  pair,  et  que  l’autre  soit  impair.  Or  nous  avons  vu 
plus  haut  que , pour  que  la  somme  de  deux  carrés  soit  un  carré , 
il  faut  que  la  racine  de  l’un  puisse  être  exprimée  par  pp  — qq , 
et  celle  de  l’autre  par  apq  ] donc  il  faudrait  que 

xx—pp  — qq  et  yy  = apq, 

et  on  aurait 

x*+y^  = (.pp  + qqT- 


4°.  Ici  parconséquent^  serait  pair  et  xx  serait  impair  ; mais 
puisque 


xx=zpp  — qq. 


il  faut  aussi  que  des  deux  nombres  p et  q , l’un  soit  pair  et 
l’autre  impair.  Or  le  premier  p ne  peut  être  pair , parceque  s’il 
l’était,  PP  — qq  serait  un  nombre  de  la  forme  4^  + 3,  et 
ne  pourrait  devenir  un  carré.  Donc  il  faudrait  que  p fût 
impair,  et  que  q fût  pair,  et,  en  ce  cas,  il  est  clair  que  ces 
nombres  seront  premiers  entre  eux. 

5®.  Pour  que  pp  — qq  devienne  un  carré  ou  = xx , il  faut, 
comme  nous  avons  vu  plus  haut,  que 

p = TT -j-  SS  et  q z=  ars; 

car,  en  ce  cas, 

XX  = (^rr—ssy  et  x=rr — ss: 

6®.  Or  il  faut  que^^  soit  pareillement  un  carré;  et  puisque 
nous  avions 

yy  = apq, 

nous  aurons  à présent 

yy  = 4rsirr-i-ssy, 

desorte  que  cette  formule  doit  être  un  carré  ; donc  il'  faut 
».  M 
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aussi  que  w (rr  + w)  soit  un  carré  : et  remarquons  que  r et  s 
sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  de  façon  que  les  trois 
facteurs  de  cette  formule,  savoir  r,  s,  et  rr-f-ss,  n’ont  point 
de  commun  diviseur. 

7“.  Or,  quand  un  produit  de  plusieurs  facteurs  qui  n’ont 
point  de  diviseur  commun,  doit  être  un  carré,  il  faut  que 
chaque  facteur  soit  de  lui-même  un  carré  ; ainsi  on  fera  r=  tt , 
«t  s = uu,  et  il  faudra  que 

-f-  U*  = un  carré. 

Si  donc  -f-  était  un  carré , notre  formule  t*  -f-  qui 
est  pareillement  la  somme  de  deux  bi-carrés,  serait  de  même 
un  carré.  Et  il  est  bon  d’observer  ici  que  puisque 

yy  = 4^tuu  (t* -h 

les  nombres  t et  u seront  évidemment  bien  plus  petits  que  x 
et  y,  vu  que  a:  et  j se  déterminent  même  par  les  quatrièmes 
puissances  de  ( et  de  u,  et  ne  peuvent  parconséquent  que  de- 
venir bien  plus  grands  que  ces  nombres. 

8°.  Il  suit  de  là  que  si  on  pouvait  assigner , quand  même  es 
serait  en  nombres  très-grands , deux  bi-carrés , comme  x*  et 

, dont  la  somme  fût  un  carré  , on  pourrait  en  déduire  une 
somme  de  deux  bi-carrés  beaucoup  plus  petits  , qui  serait  pa- 
reillement un  carré  ; cette  nouvelle  somme  en  ferait  trouver 
ensuite  une  autre  de  la  même  nature  et  encore  plus  petite,  et 
ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  parvînt  à des  nombres  très- 
petits.  Or  une  telle  somme,  en  nombres  très-petits , n’étant  pas 
possible  , il  s’ensuit  évidemment  qu’il  n’y  en  a aucune  qu’on 
puisse  exprimer  par  des  nombres  très-grands. 

9®.  On  pourrait  objecter , à la  vérité,  qu’il  existe  une  somma 
de  l’espèce  dont  nous  parlons  , en  nombres  très-petits , savoir 
dans  le  cas  dont  nous  avons  fait  mention  , où  l’un  des  deux  bi- 
carrés devient  zéro  ; mais  nous  répondons  qu’on  n’arrivera  cer- 
tainement pas  à ce  cas , en  revenant  de«  nombres  très-grand». 
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MX  plus  petits,  suivant  la  méthode  indiquée  ; car  si  dans  la 
petite  somme  ou  dans  la  somme  réduite  — u* , on  avait 
t = O ou  U = O , on  aurait  nécessairement  yy  ■=o  dans  la 
grande  somme  ; or  c’est  un  cas  qui  n'entre  point  ici  en  consi- 
dération. ^ 

2oS.  Passons  à la  seconde  proposition,  et  prouvons  aussi 
que  la  différence  de  deux  bi-carrés , ou  , ne  peut  ja- 

mais devenir  un  carré  que  dan.s  les  cas  où_y  = o et  y = x. 

1®.  On  peut  regarder  les  nombres  x et^  comme  premiers 
entre  eux,  et parconséquent  comme  étant  ou  impairs  tous  les 
deux , ou  l’un  pair  et  l’autre  impair.  Or  comme  dans  l’un  et 
l’autre  cas,  la  différence  de  deux  carrés  peut  redevenir  un 
carré  , il  faudra  considérer  ces  deux  cas  séparément. 

a*.  Supposons  d’abord  les  deux  nombres  x et  y impairs,  et 
que 

x=ïp-flq,  y:x:p-^q  , 

il  faudra  nécessairement  que  l’un  des  deux  nombres  p et  q 
•oit  impair , et  que  l’autre  soit  pair.  Or  nous  avons 

xx~^yy=z^q,  *x app -j*  aqq; 
donc  notre  formule 

•• . “ 

X*  —y  — ( app  + aqq)  ; 

et  le  second'membre  devant  être  un  carré,  il  faut  ârissî  que 
p^  (app  -f“  nqq  ) où  apq(pp  + qq")  soit  un  carré;  et  puisque 
les  facteurs  dé  cette  formule  n’ont  point  de  comtnun  divi- 
seur, pùrceque  si p est  pair,  q'est  impair , chacun  de  ces  fac- 
teurs , ap  ) q et  PP  + qq , doit  être  de  soi-même  un  carré.  Afin 
donc  de  faire  ensorte  que  les  deux  premiers  deviennent  des 
carrés , qu’on  suppose  ap  = 4rr  ou  p = arr,  etq  = ss,s  étant 
impair , et  il  faudra  que  le  troisième  facteur , 4r*  -f*  ^ soit 

pareillement  un  carré. 

3*.  Or,  puisque  4"  4»^  est  la  somme  de  deux  carrés,  dont 

a 
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le  premier,  s*,  est  impair  , et  dont  l'autre,  , est  pair,  qu'on 
fasse  la  racine  du  premier 

ss=ztt  — uu, 

où  ( soit  impair  et  u pair  ; et  la  racine  du  second , 
an  = atu , ou  n = u 

où  t et  U sont  premiers  entre  eux. 

4°.  Puis  donc  que  tu  = rr  doit  être  un  carré,  il  faut  qua 
tant  t que  u soient  des  carrés.  Qu’on  suppose  donc 

t = mm  , u = nn, 

«n  entendant  par  m un  nombre  impair , et  par  n un  nombre 
pair , on  aura 

desorte  qu’il  faudrait  de  nouveau  qu’une  différence  de  deux 
bi-carrés , savoir  m^  — n*,  fût  un  carré.  Or  il  est  clair  que 
ces  nombrès  seraient  bien  plus  petits  que  a:  et  , puisqu’ils 
sont  moindres  que  r et  s,  qui  sont  eux-mêmes  évidemment 
plus  petits  que  x et  Si  donc  une  solution  était  possible  dans 
de  grands  nombres , et  que  x^  — fût  un  carré , il  faudrait 
qu’il  y en  eût  une  aussi  qui  fût  possible  pour  des  nombres 
beaucoup  plus  petits;  celle-ci  devrait  faire  parvenir  à une 
autre  pour  des  nombres  encore  plus  petits  , et  ainsi  de  suite. 

5®.  Or  les  nombres  les  plus  petits , pour  lesquels  un  tel 
carré  peut  se  trouver,  ont  lieu  dans  le  cas  où  un  des  bi-carrés 
est  = o,  ou  égal  à l’autre  bi-carré.  Dans  le  premier  cas  , il 
faudrait  qu’on  eût  n = o,  donc  u = o,  et  de  même  r =z  o ^ 
P = O , et  enfin 

x*—y*  = o,  ou  x^=yf,  • • 

ce  qui  est  un  cas  duquel  il  n’est  pas  question  ici  ; que  si  » = 77»  , 
on  trouverait  t=»u,  ensuite  5 = o,q  = o,et  enfin  ausâ x =y, 
qui  n’entre  point  ici  en  considération. 

\ 
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207.  On  pourrait  faire  ici  l’objection  que,  pui«que  m est 
impair  et  que  n est  pair,  la  dernière  différence  n’est  plus  sem^ 
blable  à la  première,  et  qu’ainsi  on  ne  peut  en  tirer  des  con- 
clusions analogues  pour  des  nombres  plus  petits.  Mais  il  suffit 
que  la  première  différence  nous  ait  fait  arriver  à la  seconde  , 
et  nous  allons  faire  voir  que  ne  peut  non  plus  devenir 

un  carré , quand  1 un  des  bi-carrés  est  pair  et  que  l’autre  est 
impair. 

1°.  D’abord,  si  le  premier  était  pair,  et  que  y*  fût  im- 
pair, la  chose  serait  claire  d elle-même,  puisqu’on  aurait  ira 
nombre  de  la  forme  4«  3 , qui  ne  peut  être  un  carré.  Soit 

donc  X impair  et  pair,  il  faudra  que 

x-^=PP  + Çg . et  yz=apq, 

d’où  résulte 


^ —y  = appqq  + q^  = (pp  — qqY , 

où  des  deux  nombres  p et  q l’un  doit  être  pair  et  l’autre 
impair. 

2".  Or 

é’P  + 9<7  = XX 
devant  être  un  carré , on  a 

p = rr  — SS  et  q = ars; 

donc 

10T  • J 1 . . . x = rr  + SS. 

Mais  de  la  resuite 

yy  =z  a (rr  — ss)  . ars,  ou  yy  = 4rs(rr  — ss), 

ce  qui  ne  peut  être  un  carré,  à moins  que  rs(rr-ss),  dont  les 
tacteurs  sont  premiers  entre  eux,  ne  soit  pareillement  un  carré. 

3 . Qu  on  fasse  donc  r = tt  et  s = uu , on  aura  le  troisième 
lacteur 

rr  — ss~t^  — 

qui  devra  de  même  être  un  carré;  or  comme  ce  facteur  éiïui- 

3 
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vaut  à la  différence  de  deux  bi- carrés,  qui  sont  beaucoup 
moindres  que  les  premiers,  la  démonstration  précédente  est 
pleinement  confirmée  ; et  il  est  évident  que  si  la  différence  de 
deux  bi-carrés  pouvait  devenir  égale  au  carré  d’un  nombre , 
quelque  grand  qu'on  veuille  le  supposer,  on  pourrait,  moyen- 
nant ce  cas  connu , parvenir  à des  différences  de  plus  en  plus 
petites,  qui  seraient  de  même  réductibles  à des  carrés,  sans 
cependant  retomber  dans  les  deux  cas  évidens  doqt  nous 
avons  parlé  au  commencement  ; donc  il  est  impossible  que  la 
chose  puisse  avoir  lieu  meme  pour  les  plus  grands  nombres. 

208.  La  première  partie  de  la  démonstration  précédente , 

relative  au  cas  de  x,y , nombres  impairs,  peut  s’abréger'  de  la 
manière  suivante  : si  était  un  carré , il  faudrait  qu’on 

eût 

xx=pp-i-qq  et  yy=pp  — qq, 

en  entendant  par  p et  q des  nombres  dont  l’un  soit  pair  et 
l’autre  impair  ; moyennant  cela  on  aurait 

xxyy=p*  — qi, 

et  il  faudrait  parconséquent  que  p*  — q^  fût  un  carré  ; or  c’est 
là  une  différence  de  deux  bi-carrés  dont  l’un  est  pair  et  dont 
l'autre  est  impair  ; et  il  a été  prouvé  dans  la  seconde  partie  do 
la  démonstration,  qu’une  différence  de  cette  nature  ne  peut 
devenir  un  carré. 

209.  Nous  avons  donc  prouvé  ces  deux  propositions  capi- 
tales , que  ni  la  somme  ni  la  différence  de  deux  bi-carrés  no 
peut  devenir  un  nombre  carré,  si  ce  n’est  dans  un  petit  nombre 

de  cas  tout-à-fait  évidens. 

» • 

Quelques  formules  donc  qu’on  veuille  transformer  en  des 
carrés,  si  ces  formules  demandent  qu’on  réduise  à un  carré  la 
somme  ou  la  différence  de  deux  bi-carrés,  on  peut  prononcer 
que  ces  formules  proposées  sont  pareillement  impossibles. 
C’est  ce  qui  arrive  à l’égard  de  celles  que  nous  allons  indiquer. 
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i“.  Il  n'est  pas  possible  que  la  formule  x*  + ^ devieune  » 
un  carré;  car  puisque  cette  formule  est  la  somme  de  deux 
‘ carrés , il  faudrait  que 

XX  = pp  — qq,  ayy  — apq  ou  yy  =pq-, 

or  pet  q étant  des  nombres  premiers  entre  eux,  il  faudrait  que 
l’un  et  l’autre  fût  un  carré.  Si  donc  on  fait  p = rr , et  q = w , 
on  aura 

XX  = r*  — ; 

c’est-à-dire  qu’il  faudrait  que  la  différence  de  deux  bi-carrést 
fût  un  carré  , ce  qui  est  impossible. 

2“.  Il  n’est  pas  possible  non  plus  que  la  formule  x^  — • 
devienne  un  carré  ; car  il  faudrait  dans  ce  cas  que 

xx=pp  + qq,  et  uyy=zpq, 

afin  qu’on  eût 

4y*  = (.pp  — f}^Yi 

or  pour  qae  yy=pq , il  faut  quep  et  q soient  séparément  des 
carrés  ; et  si  on  fait  en  conséquence 

p=rr,  q = SS, 

on  a * 

c’est-à-dire  qu’il  faudrait  que  la  somme  de  deux  bi-carrés  pût 
devenir  un  carré , ce  qui  est  impossible. 

3°.  II  est  impossible  aussi  que  la  formule  4-^* — y^  devienne- 
un  carré  , pareequ’il  faudrait  en  ce  cas  nécessairement  que^ 
fût  un  nombre  pair  ; or  si  l’on  fait  y — üz,  on  trouve  que 
4j^ — i6a^,  et  parconséquent  aussi  la  quatrième  partie  x^ — 4z*, 
devrait  pouvoir  se  réduire  à un  carré;  ce  que  nous  venons  de 
voir  n’être  pas  possible. 

4“.  La  formule  ax<  -}-  ay*  ne  peut  pas  non  plus  se  trans- 

4- 

4 

1 

4 
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former  en  un  carré  ; car , puisqu’il  faudrait  que  ce  carré  fût 
pair , et  parconséquent 


flx*  -f-  ay*  = 42*, 

. -f-  = 2za , 

2SZ  -f"  + zxxyy  = un  carré, 

ou  pareillement 


on  aurait 
ou 


22Z  — axxyy  = ~hy^  — ““  carré. 

Ainsi , comme  222  -|-  ^xxyy  et  azz — sxjyy  deviendraient  sé- 
parément des  carrés,  il  faudrait  que  leur  produit  4*< — 4-*^)^» 
aussi  bien  que  le  quart  de  ce  produit,  ou  2^  — fut  un 

carré.  Mais  ce  quart  estla  dilFérencededeux  bi-carrés,  donc, 
etc. 

5“.  Enfin  je  dis  aussi  que  la  formule  zx*  — 2y^  ne  peut  être 
un  carré  ; car  les  deux  nombres  x et  y ne  peuvent  être  pairs 
tous  deux,  puisque  s’ils  l’étaient,  ils  auraient  un  diviseur  com- 
mun ; ils  ne  peuvent  être  non  plus  l'un  pair  et  l’autre  impair, 
puisqu’autrement  une  partie  de  la  formule  serait  divisible  par 
4 , et  l’autre  seulement  par  deux , et  qu’ainsi  la  formule  en- 
tière ne  serait  divisible  que  par  2 ; donc  il  faut  que  ces  nombres 
X et  y soient  impairs  tous  les  deux.  Or  si  l’on  fait  à présent 

x=p-f-q,  et  y = p — q, 

un  des  nombres  p et  q sera  pair,  et  l’autre  sera  impair;  et 
jiuisquè 

2x4  _ syt  = 2 (xo:  + (a:x  —yyh 

et  que 

^^+yy  = !^PP  + aqq  = 2 (PP  -f-  qq) , 

et  que 

—yy =4pq, 

notre  formule  se  trouvera  exprimée  par  iBpq  (pp  4-  qq) > dont 
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la  .seizième  partie,  ou  pq  (pp  -j-  qq),  devra  être  pareillement  un 
carré.  Mais  ces  facteurs  sont  premiers  entre  eux  ; ainsi  chacun 
doit  de  son  côté  être  un  carré.  Qu’on  fasse  donc  les  deux  pre- 
miers p = rretq=ss,et\e  troisième  devenant = , ce  qui 
ne  peut  être  un  carré,  prouvera  que  la  formule  proposée  ne 
peut  pas  non  plus  devenir  un  carré. 

210.  On  peut  démontrer  de  même  que  la  formule  + 2^ 
ne  devient  jamais  un  carré  ; voici  l’ordre  de  cette  démonstra- 
tion : 

1°.  Le  nombre  x ne  peut  être  pair,  parcequ’il  faudrait  en 
ce  cas  que^  fût  impair;  et  la  formule  ne  serait  divisible  que 
par  2 et  non  par  4 ; donc  x doit  être  impair. 

2°.  Qu’on  suppose  donc  la  racine  carrée  de  notre  formule 

= XX  -f-  ^ afin  qu’elle  devienne  impaire , on  aura 

+ = + 

<7  99 

où  les  se  détruisent;  ensorte  qu’en  divisant  les  autres  termes 
par  yy  et  multipliant  par  qq , on  trouve 

Apqxx  + 4ppyy  = zqqyy , ou  ^qxx  aqqyy  — 4f^yy  , 

d^où  l’on  tire 

XX qq  — spp 

ÿÿ~  ’ 

c’est-à-dire 

xx  = qq  — app,  yy  = apq, 

qui  sont  les  mêmes  formules  que  nous  avons  déjà  données  plus 
haut.  • 

3“.  Ainsi  qq  — app  devrait  être  un  carré,  et  c’est  ce  qui 
ne  peut  arriver  , à moins  qu’on  ne  fasse  q = rr-^-2ss  et  p = urs , 
afin  d’avoir 

XX  =(rr  — assYi 
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or  on  aurait  alors 

4'sCrr-t-  ass)=:yy; 

et  il  faudrait  qu’aussi  le  quart  rs  (rr  + ass)  fût  un  carré , et 
parconséquent  que  r et  j fussent  chacun  en  particulier  des 
carrés.  Si  donc  on  suppose  r = ttets  = uu,  on  trouvera  le 
troisième  facteur 

rr-i~2ss= 

qui  devrait  être  un  carré. 

4°.  Parconséquent  si  æ*  + était  un  carré,  il  faudrait 
aus.'i  que  fût  un  carré  ; et  comme  les  nombres  t et  n 

seraient  beaucoup  moindres  que  xet_y,  on  pourrait  par- 
venir de  la  même  manière  à des  nombres  toujours  plus  pe- 
tits. Or  il  est  facile  de  se  convaincre,  par  quelques  essais  , que 
la  formule  proposée  n’est  pas  un  carré  de  quelque  petit  nombre; 
donc  elle  ne  l’est  pas  non  plus  d’un  nombre  même  très- 
grand. 

ai  1 . Pour  ce  qui  regarde  au  contraire  la  formule  — a^, 
il  n’est  pas  possible  de  prouver  qu’elle  ne  peut  devenir  un  carré , 
et  on  trouve  même  par  un  raisonnement  semblable  au  précé- 
dent , qu’il  y a une  infinité  de  cas  où  cette  formule  devient 
réellement  un  carré. 

En  effet , que  3^  — ay*  doive  être  un  carré , nous  venons  de 
voir  qu'en  faisant 

xx  = pp  aq<7  et  yy  = apq, 

on  trouve 

X*  — ay*  = (.PP  — 2qq)*. 

Or  PP  -f-  aqq  doit  donc  devenir  pareillement  un  carré,  et  c*est 
ce  qui  arrive , lorsque 

p — rr  — as  J et  q = art , 

vu  qu’on  a dans  ce  cas 

xx  = (rr-f-  2ss)*. 
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De  plus  il  est  à remarquer  qu’on  pourrait  encore  prendre 


pz=zss  — rr  et  q — »rs. 

N ous  examinerons,  en  particulier , l’im  et  l’autre  de  ces  deux  cas.  > 

Soit  d’abord 


on  aura 


p = rr — ass , q = ars. 


X = rr  + 2«  ; 

et  à cause  de  yy  = Qpq , on  aura  maintenant  ^ 

>7  = 4rs(rr  — 2Jj); 

desorte  que  r et  i doivent  être  des  carrés.  Qu’on  fasse  donc 
r =■  U tt  s ■=.  uu , on  trouvera  ^ 


yy  = ^ttuu  — 2u^). 

Ainsi 

y = itu  \/ — a«+  et  x = H -f-  au^  ; 

donc  , lorsque  — au*  est  un  carré,  on  trouvera  aussi  x* — zy* 
= un  carré  ; mais  quoique  t et  u soient  des  nombres  plus  pe- 
tits que  X et  y,  on  ne  peut  conclur*  cependant,  de  ce  qu’on 
parvient  à une  formule  semblable  en  de  moindres  nombres, 
que  X*  — zy^  ne  puisse  devenir  un  carré;  car  x*  — ay*  peut 
devenir  un  carré,  sans  qu'on  parvienne  à la  formule  t*. — au*, 
comme  on  le  verra  en  considérant  le  second  cas. 

a“.  Soit  donc  p z=z  zss  — rr  et  q z=z  ars , on  aura  à la  vérité, 
comme  ci-devant, 

x=  rr  -f  ais;  , 

mais  on  trouvera 

yy  = apq  = 4rs  (a«  — rr). 

Si  l’on  suppose  maintenant r=  t(  et  s = uu,  on  obtient 

yy  ■=. 4^tuu — t*), 
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188 

parconséquent 

y ztu  \/  3U+  — et  X = t*  au*. 


moyennant  quoi  il  est  clair  que  notre  formule  — ay*  peut 
devenir  aussi  un  carré  , quand  la  formule  au*  — t*  devient  un 
carré.  Or  ce  cas  a lieu  évidemment,  quand  t ■=  i etu=ii 
et  nous  obtenons  par  là  a’  = 3 ety  = a , et  enfin 

X*  — ay*  = 81  — a.  16  = 49- 

3“.  Nous  avons  aussi  vu  plus  haut  que  au*  — t*  devient  un 
carré  , lorsque  u = i3  et  t ■=  1 , puisqu’alors  \/  au‘*  — t* 
=.  a3q.  Si  nous  substituons  donc  ces  valeurs  au  lieu  de  t et 
de  U, nous  trouvons  un  nouveau  cas  pour  notre  formule,  savoir 
x = 1 + a. i3^  = 67123 , ety  = a. i3.a39  = 6ai4- 

4°.  De  plus , dès  qu’on  a trouvé  des  valeurs  de  x et  de  y , 
on  peut  les  substituer  à t et  à u dans  les  formules  du  n°  1 , et 
on  obtiendra  par  ce  moyen  de  nouvelles  valeurs  de  x et  dey. 

Or  nous  venons  de  trouver  x = 3 et  y = 2;  faisons  donc  , 
dans  les  formules  n“  1,  t=Z  tt  u = a , desorte  que  V^t+  — au+ 
= 7,  et  nçus  aurons  les  nouvelles  valeurs  suivantes. 


X = 8i  + 2. 16  = ii3  et  y =a. 3.2.7  = 84; 


ainsi 
de  plus 
donc 


XX  = 12769,  et  xl=  i63o473Si  ; 
yy  = 7o5S  , et  y<  = 49787136; 

X*  — ay*  = 63473089  : 


la  racine  carrée  de  ce  nombre  est  7967 , et  elle  s’accorde  par- 
faitement avec  la  formule  adoptée  au  commencement,  pp-^-aqq  ; 
car  puisque  t = 3 et  u=  2 , on  a r = g eti  = 4jdonc  p = 8i 
— 32  = 49  Ç — 7^>  ^ déduit  pp  -f.  aqq  = 34<3i 

+ io368  =x“  = 12769,  yy=apq  = yo5S. 


f 
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CHAPITRE  XIV. 

Solutions  de  quelques  questions  qui  appartiennent 
à cette  partie  de  l'analyse. 

212.  O US  avons  expliqué  insqu’ici  les  artifices  qui  se  pré- 
sentent dans  cette  partie  de  l’analyse,  et  qui  peuvent  être  né- 
cessaires pour  résoudre  quelque  question  que  ce  soit  qu; 
en  dépende  ; il  nous  reste  à les  mettre  dans  un  plus  grand 
jour , en  joignant  ici  quelques-unes  de  ces  questions  avec  leurs 
solutions. 

2i3.  Première  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  si  on 
y ajoute  ou  qu’on  en  retranche  l’unité,  on  obtienne  dans  l’un 
et  l’autre  cas  un  nombre  carré. 

Soit  le  nombre  cherché  il  faut  que  x -f-  i et  x — i 

deviennent  séparément  des  carrés.  Supposons  pour  le  premier 
cas 

x-^i=pp, 

nous  aurons 


x = pp — 1 et  X — i=pp  — a,  ■“ 

ce  qui  devra  pareillement  être  un  carré.  Que  la  racine  en  soit 
donc  P — q,  nous  aurons 

pp  — a=pp  — apq  + qq, 

et  parconséquent  ’ “ 


g?-f-  a 
aq  V 


* . V + ' 
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au  moyen  de  quoi  on  obtient 

Aqq  ’ 

où  l’on  peut  donner  à q une  valeur  quelconq\ie  même  frac^ 
tionnaire. 

Si  nous  faisons  donc 
ensorte  que 

4rr«  ' 

nous  aurons  pour  quelques  petits  nombres , les  valeurs  qui  sui- 
vent: 


Pour  r = i 

a 

1 

3 

et  s = r 

t 

3 

1 

on  a X = 1 

5. 

4 

£5 
1 0 

ü 

^ 0 ' 

ai4-  Seconde  question.  Trouver  un  nombre  x tel  que  , si  on 
y ajoute  deux  nombres  quelconques,  par  exemple,  4 et  7,  on 
obtienne  dans  l’un  et  l’autre  cas  un  carré. 

Il  faut,  d’après  cet  énoncé,  que  les  deux  formules,  a:  + 4 et 
a:  -|-  7 , deviennent  des  carrés.  Qu'on  suppose  donc  la  première 

x-f-4=pp, 

on  aura 

x = pp—4, 

et  la  seconde  deviendra 

or,  cette  formule  devant  aussi  être  im  carré,  soit  sa  racine 
= P -f-  q , et  on  aura 

PP  4.  3 =pp  + apq  + qq, 
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et  parconséquent 
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p~ 


2q 


__9  — aaqq  + q* 

4^«/ 


Si  de  pins  on  prend  pour  q une  fraction  j , on  trouve  pour  x la 
9^  ~ aarrss  „ 

valeur — , dans  laquelle  on  peut  substituer  à r 

et  à J tous  les  nombres  entiers  qu’on  veut.  • 

Si  l'on  fait 

r=  1 , 1, 

on  trouve 
donc 


or  = ~3; 

® + 4=i,  æ + 7 = 4. 


Que  si  1 on  demandait  que  x fût  un  nombre  positif,  on  pour- 
rait faire 

tf  = aetr=:i. 


■r 5? 

® — rg> 


et  on  aurait 
d’après  quoi 

Si  l'on  fait 
on  a 

x=i|3, 

d’où  résultent  ces  deux  nombres 


®+4  — tV’ > = 

f = 3,  r=j. 


X-f-4=sifS;  = 

Veut-on  que  le  dernier  terme  de  la  formule  qui  exprime  x, 
surpasse  le  moyen,  qu’on  fasse 


on  aura 


r = 5 , s = i , 

3C  * *•  * ^ 

* 
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et  parconséquent 

x + et  x + 7=^. 

21 5.  Troisième  question.  On  cherche  une  valeur  fraction- 
naire de  X,  telle  qu’ajoutée  à x ou  soustraite  de  1 , elle  donne 
dans  l’un  et  l’autre  cas  un  carré. 

Puisque  ce  sont  les  deux  formulés  '1  + .t  et  1 — x qui 
doivent  devenir  des  carrés , qu’on  suppose  la  première 

1 +x  = pp, 

on  aura 

x=zpp—i, 

et  la  seconde  formule  • . 


1 — a:  = 2 — pp. 

Or,  comme  cette  formule-ci  doit  devenir  un  carré,  et  que  ni 
le  premier  terme  ni  le  dernier  n’est  un  carré , il  faudra  tâcher 
de  trouver  un  cas  où  la  formule  devienne  un  carré  ; on  ne  tarde 
pas  à en  appercevoir  un , c’est  celui  de 


Qu’on  fasse  donc 
desorte  que 
et  on  aura 


P~  »• 
p=i—q, 
x=qq  — aq. 


2 — PP  z=i  + stq  — qq- 
et  en  supposant  la  racine  — 1 — qr,  on  aura 

1 -f  2q  — qq  = 1 — 2qr  -H  qqrr; 

2r  4-  3 


ainsi 


2 — q=  — ar  + qrr-,  et  q = 
de  là  résulte 

4r  — 4r^ 

~(rr+0*’ 


rr-f  1 ’ 
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et  puisque  r est  une  fraction , qu’on  fasse 

t 


on  aura 

— tO  < 

*’”*’(  K MU  (U  + Mu)*  * 

et  il  est  clair  que  u doit  être  plus  grand  que  t. 
Soit  donc , par  exemple , 

« ' 

on  trouvera 

Soit 
on  aura 
et  les  formules 


seront  toutes,  deux  des,  carrés. 

2iG.  Quatrième  question.  Trouver  des  nombres x tels  que, 
soit  qu’on  les  ajoute  à lo,  soit  qu'on  les  soustraie  de  lo,  il  en 
résulte  des  carrés. 

Il  s’agit  donc  de  transformer  en  carrés  les  formules  lo-f-x 
et  10  — X,  et  on  pourrait  le  faire  par  la  méthode  qu’on  vient 
d’employer  ; mais  nous  indiquerons  une  autre  voie  pour  y 
parvenir.  On  i-emarquera  d’abord  que  le  produit  de  ces  deu'C 
formules,  ou  loo  — xx,  doit  pareillement  devenir  un  carré; 
or  son  premier  terme  étant  déjà  un  carré,  il  faut  en  supposer 
la  racine  = ro  — px,  d’après  quoi. on  aura 

ICO  — XX  = 100  — 2cpx  + PP^X't 

2.  ' N 
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pp+^ 

or  ce  n*est  encore  que  le  produit  des  deux  Formules  qui 
■derient  un  carré,  et  non  pas  chacune  en  particulier.  Mais 
pourvu  que  l’une  devienne  un  carré , l’autre  sera  nécessaire— 
vient  aussi  un  carré  ; or 


* T- 

I 


-V  - 

'a 

.1 V * ' 


•lo  + topp  -4-  gop  4-  10  _ io(pp  + flp+  i) 

RP  + 1 PP -h  ^ * 

et  puisque  pp  -f-  ap  + i est  déjà  un  carré , tout  se  réduit 

à ce  que  la  fraction  — ~ — , ou  bien  celle-ci 

pp  + i (.pp+iy 

Boit  un  carré.  II  faut  pour  cela  seulement  que  lopp  -f-  lo  soit 

un  carré , et  on  a de  nouveau  besoin  ici  de  trouver  un  cas  où 

cela  ait  lieu.  On  remarquera  qu'un  tel  cas  est 


c’est  pourquoi  on  fera 


p=3; 

p = 3 + q, 


et  on  aura  loo  + Goq  + loçq.  Que  la  racine  de  ce  carré’ 
soit  iQ  qt,  on  aura  l’équation  Gnale 


lOO  + 6o  q + loçç  s=  loo  -f-  üOÇt  + qq«, 
qui  donne 


Go  aot 


tt  — lO  ' 

d’où  résulteront  ces  valeurs  de  p et  de  x 


aop 


p — ^ + q, 

A 

Soit  t = 3,  on  trouvera  ' 

9 = 0.  P = 3; 


PP+  i‘ 
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donc 

et  nos  formules 


d’algèbre. 


*95 


« = S, 

io4*^=i6,  io~x  = 4» 

Mais  si  t = 1 , on  a 

9= — P = “*¥î 

ainsi 

or  il  est  indilFérent  de  faire  aussi 
donc 

io-fx=^  et  10  — x=i|, 

quantités  qui  sont  toutes  deux  des  carrés. 

317.  Hemarque.  Si  on  voulait  généraliser  cette  question , en 
demandant  pour  un  nombre  quelconque  a des  nombres  x, 
tels  que  a-\-x  et  a— x fussent  séparément  des  carrés,  la  solution 
deviendrait  souvent  impossible , savoir  dans  tous  les  cas  où  a 
ne  serait  pas  la  somme  des  deux  carrés.  Or,  nous  avons  déjà 
vu  plus  haut  que  depuis  1 jusqu’à  5o,  ce  ne  sont  que  les  nombres 
snivans  qui  sont  les  sommes  de  deux  carrés,  ou  qui  sont  con- 
tenus dans  la  formule  xx  + yy  • 

1,  a,  4,  5,  8,  9,  10,  i3,  16,  17,  18,  ao.aS,  a8,  ag, 
3a,  34,  36,  37,  40,  41,  45,  4g,  5o. 

Ainsi  les  autres  nombres  compris  entre  1 et.So,  et  qui  sont  : 

3,  6,  7,  11,  la,  14,  i5  19,  ai,  aa,  a3,  a4,  37,  a8, 
3o,  3i , 33  , 35  , 38  , 5g,  4b,  43,  44>  4®>  47»  48, 

ne  peuvent  se  décomposer  en  deux  carrés  ; parconséquent  tontes 

fl 
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les  fois  que  a serait  un  de  ces  derniers  nombres  , la  question 
serait  impossible.  La  démonstration  en  est  facile.  Soit 


a -Y  x = pp  et  a — x = qq , 
l’addition  des  deux  formules  donnera 


2a  = pp  + qq-, 

donc  il  faut  que  an  soit  la  somme  de  deux  carrés;  or,  si  aa 
est  une  somme  de  cette  espèce  , a en  sera  une  semblable  ; par- 
conséquent  , lorsque  a n’est  pas  la  somme  de  deux  cairés , il  sera 
toujours  impossible  que  a -f-  x et  a — x soient  eu  même  temps 
des  carrés. 


ai8.  Comme  3 n'est  pas  la  somme  de  deux  carrés,  il  suit 
de  ce  que  nous  avons  dit , que , si  a = 3 , la  question  est  im- 
possible. Mais  on  pourrait  objecter  qu’il  y a peut-être  deux 
carrés  fractionnaires,  dont  la  somme  est  = 3;  nous  répondons 
que  cela  n’est  pas  possible  non  plus  ; car  si  l’on  avait 


> qq  SS 

et  qu’on  multipliât  par  qqss , on  obtiendrait 


3qqss  ~ ppss  -{-  qqrr , 


où  le  second  membre,  somme  de  deux  carrés , serait  divisible 
par  3;  or,  nous  avons  vu  plus  haut  qu’une  somme  de  deux 
carrés  ne  peut  avoir  pour  diviseurs  que  des  nombres  qui 
soient  aussi  des  sommes  de  cette  espèce. 

Il  est  vrai  que  les  nombres  g et  45  sont  divisibles  par  3 , 
mais  ils  sont  divisibles  aussi  par  g , et  même  chacun  des  deux 
carrés  qui  composent  tant  l’un  que  l’autre,  est  divisible  par  g , 
Vu  que 

8 = 3*  + O»,  45*=6' -f-3“; 
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c’e.t  donc  un  cas  différent  et  duquel  il  n’est  pas  question  ici  : 
nous  pouvons  donc  nous  en  tenir  à cette  conclusion , que  si 
un  nombre  a n’est  pas  en  nombres  entiers  la  somme  de  deux 
carrés,  il  ne  le  sera  pas  non  plus  en  fractions.  Lorsqu’au  con- 
traire le  nombre  a est  en  nombres  entiers  la  somme  de  deux 
carres,  .1  peut  être  d’une  infinité  de  manières  la  somme  de 
deux  carres  en  nombres  fractionnaires  ; c’est  ce  que  nous  al- 
Ions  faire  voir. 

219.  Cinquième  question.  Décomposer  en  autant  de  ma- 
niérés quon  voudra. un  nombre,  qui  est  la  somme  de  deux 
carres , en  une  autre  somme  de  deux  carrés. 

JT  + gg  le  nombre  proposé , et  qu’on  cherche  deux 
autres  caires , par  exemple  xa:  et^j,,  dont  la  somme  xx  + vy 
soit  égalé  au  nombre#-/-  gg.  H est  clair  d’abord  que  si  x est 
ou  P us  grand  ou  plus  petit  que/,  il  faut  qu’au  contraire  y soit 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  g.  Qu’on  fasse  donc 

x=f-i-pz,  y~g  — qz. 


ff  + +ppzz  + gg  — agqz  -f-  qqzz  —ff+gg, 

où  les  deux  termes  ff  et  gg  se  détruisent  -,  après  quoi  il  ne 
reste  que  des  ternies  qui  sont  divisibles  par  z.  Ainsi  on  aura 

2/p  4-  ppz  — agq  + qqz  = o,  ou  ppz  + qqz  = zgq  — afp^ 
donc 

- — gff?  — g/ÿ 
PP+qq  ’ 

d ou  Ion  tire  pour  x et_y  les  valeurs  suivantes  , 

X=z-~SEÏ±fi31^ZlÛ  ■ ..^^fpq-hgCPP-qq) 
pp-^m  “F+w 

3 
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dans  lesquelles  on  peut  adopter  pour  p ttq  tous  les  nombres 
possibles  à volonté. 

Que,  par  exemple,  a soit  le  nombre  proposé , ensorte  que 

/=!.  g=». 

+yy  = ^> 


on  aura 
et  à cause  de 


^ _ apq  4-  q«y  — pp  apq  4 pp  — 

W + M ’ .FP  + t}^} 


si  on  fait 
/ 

on  trouve 


P = 3,  <7=1, 

*=i,  y=i- 

aao.  Sixième  question.  Si  a est  la  somme  de  deux  carrés , 
trouver  des  nombres  x , tels  que  a x et  a — • x deviennent 
des  carrés. 

Soit 

fl=i3  = 9 + 4, 

et  qu’on  fasse  ^ 

i3-4-xr=pp,  iZ  — x=.qq, 
en  aura  d’abord  par  l'addition 

uS=pp  +qq, 

ensuite  par  la  soustraction , 

txx=zpp  — qq- 

il  faut  parconséquent  que  p et  q soient  des  nombres  tels  que 
PP  + qq  devienne  égal  au  nombre  a6 , qui  est  aussi  la  somme 
de  deux  carrés,  savoir  de  aS-f-i.  Or,  puisqu’il  s’agit  en  effet 
de  décomposer  aS  en  deux  carrés,  dont  le  plus  grand  puisse 
exprimer  pp , et  le  plus  petit  qq , on  aura  sur-le-champ 


D’A  L g Ë b R E. 


desorte  que 


pz=5,  q=  1, 
®=  xa; 


mais  l’on  peut  résoudre  le  nombre  *6  encore  d’une  infinité  de 
manières  en  deux  carrés.  Car , puisque 

/=5,  g=t, 

si  nous  écrivons  dans  les  formules  do  ci-dessus  t et  U au  lieu 
de  /J  et  q , et  P et  q au  lieu  de  x tt  y,  nous  trouvons 

stu  + 5(uu  — tt) lotu  ■+■  tt  — uu 

^ tt  ■+■  uu  ’ ^ tt+uu  * 

Maintenant  nous  pouvons  substituer  à t et  u des  nombres  quel- 
conques y et  déterminer  par  là  p et  q , et  parconséquent  aussi 
la  valeur  de  , 

■ _ PP  — <7<y 

• U ® ^ - ■) 

Qu’on  suppose  , par  exemple  , 

i- 

on  aura  , . ^ ^ 

__jii  - iX  ...  '.us.  iio  f • >, 

F — ■“T»  ^ 

PP  — qq= — ^ 


i'  - 


donc 


aai.  Mais  afin  de  résoudra  cette  question  d’une  manièns 
générale  , sent  > 

a = cc  + ddy 

et  désignons  l’inconnue  par  s;  alcnrs  les  formule»  a-^s  et  a-^s- 
doivent  devenir  des  carrés. 


Faisons 


a -f  »=;**»  a — *=jy. 
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nous  aurons  d’abord 


ensiute 


2c  = 2 (cc  + dd')  — XX  yy, 

2z  = XX  —yy. 

Donc  il  faut  que  les  carrés  xx  et  yy  soient  tels  que 

-f  = 2 (.ÇC  + dd) , 

* ' t 

où  en  effet  2 (cc  dd)  est  la  somme  de  deux  carrés,  puis- 
qu’on a ’ 0 , 

2 ( cc -f  dd)  = (c  + -I- (c  — 'dV. 

Supposons , pour  abréger, 

. ^ ~ ^ ... . . 


il  faudra  que 


■•l  î - , 0 3->  \ 

xx+yy=ff+gg, 


é)  . * ' ' ' 


et  cela  arrivera,  d apres  ce  qui  a été  dit  ci-dessus,  quand 

+/' <7?  — PP)  ‘ __  ^fpq_+g{pp  — qq) 

pp  + gni  ==zi:*  j pp  + qq 

On  obtient  par  la  ime  solution  trè&Jacile , en  faisant 
car  on  trouve 


P > — ■ q '\c 

T !'  ■ 

gz=c  — d,  y=f=cr^dy' 


J ■,  r>  ;3  • . - ; j-,  . , i'.  .( 

^ = —-  = S==C 


parconséquent 

.v***  •». 

et  il  est  clair  que 


..^  = 2cdj,r 


c + Z = CC  -f  dd  -f-  2cd  ~ (c  -i-  dy  i 

«t  O.  — x,-=  cc dd  acdzs^  [c— dy. 
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Cherchons  une  autre  solution , en  faisant 


nous  aurons 


p = 3,  qr=l 
c — yd  yc  + d 


y- 


où  c et  ainsi  que  jt  et ^ peuvent  se  prendre  en  moins,  parce- 
qu’il  n'est  question  que  de  leurs  carrés.  Or , puisque  x doit 
étrephis  grand  que^,  qu’on  fasse  d négatif,  on  aura 


De  là  résulte 


^_ç_±yd  ..  yc  — d 

5 ^ y — s ‘ 

a^dd  + i4<-'d  — 

* s5  I ’ 


et  cette  valeur  étant  ajoutée  à c = cc  dd\  donne 
c_o±2^±ABéé,  dont  la 

2D 

J 4q  cc  — \Acd-^dd  , , 

soustrait  ensuite  z de  a,  il  reste  — ^ : — n carre  de 

a5  - 


c yd  . 
racine  carree  est j-^;si  ton 


yc  — d 


; et  on  voit  qu’en  effet  de  ces  deux  racines  carrées  j la 


première  est  = X et  la  seconde  ==^. 

223.  Septième  question.  On  cherche  un  nombre  x tel  que  , 
soit  qu’on  ajoute  i à ce  nombre  même,  soit  qu’on  ajoute  i à 
son  carré  xx , on  obtienne  tin  carré. 

Il  s’agit  de  transformer  en  carrés  les  deux  formules  x -J-,  i 
et  XX  + 1 . Qu’on  suppose  donc  la  première  x + i = pp , et 
à cause  de  x = pp  — i , la  seconde  xx  -}-  i = p^*  — app  -f-  3 , 
devra  être  un  carré.  Cette  dernière  formule  est  de  nature  ù 
ne  point  admettre  de  solution,  à moins  qu’on  ne  connaisse 
d’avance  un  cas  satisfaisant  f mais  un  tel  cas  se  présente  aus- 
sitôt, c’est  celui  de  p=  i.  Soit  donc 


P = i 


Digilized  by  Google 


•aoa 


£ L É M E N s 


on  aura 

XX  + 1 = 1 + 477  + 49*  + çS 
ce  qni  peut  devenir  un  carré  en  bien  des  manières. 

I*.  Qu’on  en  suppose  d'abord  la  racine  = i -f-77,  on  aura 

» + *+•  V + 9^  = ^ + 399  + 

ainsi 

494.497  = 39,  ou  4 447  =3  d*où  7 = — 

donc 

P = i et  X = — f. 
a*.  Soit  la  racine  •=  i — 77 , on  trouvera 

» -f  499  + 49*  -H*  = 1 — 277  4 7<  ; 

parconséquent 

9 = — * et  P = — ï, 

ce  qni  donne 


comme  auparavant. 

3*.  Si  l’on  fait  la  racine  = 1 4 27  4 99,  aün  de  retran- 
cher le  premier  et  les  deux  derniers  termes,  on  a 

1 +4qq + W ^ -i- 4g -h  + 

d’où  l’on  tire 


x = o. 


4“.  On  peut  adopter  aussi  1 — 37  — 77  pour  la  racine,  et 
•n  a dans  ce  cas  , 

* + 499  -f  49*  + 9^  = » — 49  + 299  4 49*  + 9^î 


« 
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mais  on  trouve  conune  auparavant 


qz=  — a. 


5*.  On  peut,  si  l’on  veut,  retrancher  les  deux  preioiers 
termes , en  faisant  la  racine  = i 4*  ^9?  > on  ^nra 


^ + 4<}Ç  + 4(^  -h  1 + 4^9  + 49*i 

alors 


parconséquent 

enGn 


9 = 1 > p=b 


X 


lo  , 




x+i=^=r(|)»,  , XX -fl 


On  trouvera  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  pourq,  en 
faisant  usage  d’une  de  celles  qu’on  vient  de  déterminer , par 
exemple , de  celle-ci , 


ear  soit  à présent 

— ï + r, 

on  a 

p=i  + r;  pp=J-fr-frr,  et  Jr-f-lrr-f  ar*-f  r<; 


donc  l’expression  — |r  — -f  -f  H,  à laquelle  notre 
formule  se  réduit , devra  être  un  carré , et  elle  devra  l’étre 
aussi  étant  multipliée  par  i6,  dans  lequel  cas  on  a u5  — a^T 
— 8rr  -f  3ar®  -f  i6r*.  C’est  pourquoi  faisons  à présent  : 

1®.  La  racine  =:  5 -f  /r  ±:  4rr;  ensorte  que 

a5 — a4r— Srr+Sar’-f  1 6/f=a5-f  i ofr±4orr+Jfh±ifi^+ 1 €r*. 

Les  premiers  et  les  derniers  termes  se  détruisent,  et  nous  ôte- 
rons aussi  les  seconds  en  faisant  — b4  =c  lof,  d’où/  = — 
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divisant  ensuite  les  termes  restans  par  rr,  nous  avons 

— 8 + 3ar  = ± 4o  Sfr  ; 

et  en  admettant  le  signe  supérieur , nous  trouvons 


Or , à cause  de 
nous  avons 
donc 

ainsi 


^_48_±# 

'^-32-8/- 

/=-¥. 


D 

r ^ 2,0  i 


400  f 


^ + 1 = xa;:+.i=(£|2)‘. 

a®.  Que  si  nous  adoptons  le  signe  inférieur,  nous  avons 

— 8 + 3ar  = — 40  4- 8/r , 
d'où  l’on  conclut 


et  consequemment 


r-ÆnIl. 

32  + 8/’ 


r — — éè;d’oùp  = §^, 

ce  qui  conduit  à l’équation  précédente.' 

3°.  Soit  4>T  + 4f  — racine  de  la  formule  i desorte  que 

i6r*+52T^ — 8rr — 24r4-25=i  Gr^^-f  6r+aS. 

Comme  de  part  et  d’autre  les  deux  premiers  termes  et  le  der- 
nier se  détruisent,  nous  aurons 


ou 


— 8r  — 24  = ± 4°''  ~h  iSr  + 4°) 

— 24r  — 24  = :t  4or  ±;  4°* 
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Si  nous  admettons  le  signe  supérieur , nous  avons  parconséquent 

. — 24'' — 24  = 4o'‘  + 4°)  OU  o = 64r+G4i  ou  c = r-f- 1 , 
c’est-à-dire 

r=—i,  p = — 

déjà  connu , et  qui  se  reproduira  en  faisant  usage  de  l’antre 
signe. 

4°.  Que  la  racine  soit  5 +/r  +grr,  et  qu'on  détermine  f 
etg , de  façon  à faire  évanouir  les  trois  premiers  termes.  Pui.sque 
actuellement  . , 

25  — a4r  — 8rr  -f-  32?^  iGi-* 

= 25  -f-  lo/r  -f-  logrr  + sfgr^  -f  ggr^  -\-ffrr, 

on  aura  d’abord 


ensuite 


■24=  lo/j  d’où  — 


— 8=  log+jf,  on  g=  — = — iZi. 

aoo  125 


xo 


Quand  on  aura  donc  substitué  et  divisé  les  termes  restans'par 
, on  aura 

Zn  + iSr  = nfg  + ggr , et 

i6  — gg 

Or  le  numérateur  zfg  — 32  devient  ici  = u4-  >72  32.625 

5.125 

. — 3a.4.qG  — i6.3a.3i 

~ 625  ' ~ 625 ’ dénominateur 

ï 6— gg  = (4 — g ) (4  + g)  = ^ ; 

ainsi 

on  en  conclut 


>.«)-So  . 


D — 

r 1 ; aa  > 

moyennant  quoi  on  ootient  une  nouAelle  valcür  de  x à cause 
dfix  — PP  — 1 . 
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aa3.  Huitième  question.  Trouver  un  nombre  x qui,  ajouté 
à chacun  des  nombres  donnés  a,  b et  c,  produise  un  carré. 


Puisqu’il  faut  que  les  trois  formules  x-f-a,x  + éeta;-l-c 
soient  des  carrés,  qu’on  fasse  la  première 


on  aura 


X + O = zz, 

X = 2*  — a, 


et  les  deux  autres  formules  se  changeront  enzz-^b  — a,  et 
22  c — a;  il  faudrait  présentement  que  chacune  de  celles- 
ci  fût  un  carré  ; mais  c’est  ce  qui  n’arrive  pas  généralement  ; 
souvent  la  chose  est  impossible,  et  cette  possibilité  dépend 
uniquement  de  la  nature  des  nombres  b — a et  c — a.  Car 
si,  par  exemple , on  avait 

h — 0=1,  c — o= — 1, 

c’est-à-dire , 

i = o-f-i,  et  c — a — 1 , 
il  faudrait  que  z2  4*  i et  xat—  i fussent  des  carrés , et  que  x 
parconséquent  fût  une  fraction  ; ainsi  on  ferait  x = ^ , et  il  fau- 

drait  que  les  deux  formules  pp  qq  etpp  — qq  fussent  des 
carrés,  et  que  parconséquent  aussi  leur  produit  — q*  fût 
un  carré  ; or  nous  avons  fait  voir  plus  haut  que  cela  est  im- 
possible. 

Voulût-on  faire 

b — o = a,  et  c — o = — a, 

•fest-à-dire 

i = a-f-a  et  c = a — a. 

^n  aurait,  en  faisant  encore 
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les  deux  formules  pp  -f-  a<jq  et  pp  — aqq  à transfomer  en  cax-- 
rés  ; parcouüéquent  il  faudrait  aussi  que  leur  produit  p*  — /^q* 
devînt  un  carré  ; or  c’est  ce  que  nous  avons  de  même  fait  voir 
être  impossible. 

Soit  en  général 

b — a = m et  c — a==n; 

de  plus 


il  faudra  que  les  formules  pp  + mqq  et  pp  — nqq  deviennent 
des  carrés  ; et  nous  venons  de  voir  que  cela  est  impossible , 
tant  lorsque  m=ï-f-i  etn=:— 1,  que  lorsque  m = -f-  a et 
n = — a. 

Cela  est  impossible  aussi , lorsque 

m=ff  et  n = —ff^ 

car  on  aurait  dans  ce  cas  deux  formules,  dont  le  produit  serait 
— P*  y c’est-à-dire  la  différence  de  deux  bi-carrés , et 

nous  savons  qu’une  telle  différence  ne  peut  jamais  devenir  un  1 
carré. 

De  même,  quand 

m=ajf  et  n = — aff, 

on  a les  deux  formules  pp  -t-  affqq  et  pp  — 
peuvent  devenir  toutes  les  deux  des  carrés,  parcequ’il  faudrait 
que  leur  produit  p^—^^q^  pût  devenir  un  carré;  or  si  l’on 
fait  fq  — r,  ce  produit  se  change  en  p^  — , qui  est  une 

formule  dont  l’impossibilité  a été  démontrée  plus  haut. 

Que  si  l'on  suppose  m = 1 et  n = a , ensorte  qu’il  s’agisse 
de  réduira  en  carrés  les  formules  pp  -f*  qq  et  pp  -f-  aqq  ; on 
fera 

pp  + qq  rn  rr , pp -{•  aqq  ss  \ 
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la  première  équation  donnera 


PP  = rr—qq; 

et  la  seconde  donnera 


rr  + qq  = ss  ; 

donc  il  faudrait  que  tant  rr  — qq  que  ir  qq  pût  être  un 
carré;  or  l’impossibilité  en  est  prouvée,  puisque  le  produit 
de  ces  formules,  ou  r*  — q^ , ne  peut  devenir  un  carré. 

Les  exemples  que  nous  venons  de  donner  sullisent  pour  faire 
voir  qu’il  n’est  pas  facile  de  choisir  pour  m et  n les  nombres 
qui  rendent  la  solution  possible.  L’unique  moyen  de  trouver 
de  telles  valeurs  de  m et  de  ;i,  c’est  de  les  imaginer,  ou  bien 
de  les  déterminer  par  la  méthode  qui  suit. 

On  fait 

ff+  mgg  — hh  , ff+  ngg  = kk  : 
on  a par  la  première  équation 


hh-ff 


et  par  la  seconde , 

n ■= 

cela  posé,  on  n’a  qu’à  prendre  pour/",  g,h  etk  des  nombres 
quelconques  à volonté,  et  pn  aura  des  valeurs  de  m et  de  n, 
qui  rendront  la  solution  possible. 

• Soit  par  exemple,  h=5,k  = 5,  f=i  etg~s,  on  aura 
m = a et  n = 6;  et  on  peut  être  certain  maintenant  qu’il  est 
possible  de  réduire  en  carrés  les  formules  pp-^aqq  et  pp  + 6qq , 
puisque  cela  arrive  quand  p = i et  q = a.  Mais  la  première 
formule  devient  en  général  un  carré,  si 

P = rr  -f-  2s“ , q = srs] 


-//■ 
SS  ’ 


\ 
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car  il  en  résulte 

PP  + 2??  = ('T  + a")*- 

La  seconde  formule  devient  îdors 

PP  -f-  6qç  = H + siorrss  + 4^, 

et  nous  connaissons  un  cas  où  elle  se  transforme  en  un  carré  , 
savoir  le  cas  de  p = 1 et  ^ = a , qui  donne  r = 1 et  i = 1 , ou 
en  général  r = s ; desorte  que  la  formule  est  = aSi*.  Connais- 
sant donc  ce  cas,  nous  ferons  r = ^ -|-  t;  hypothèse  qui  donne 

rr  ~ SS  -f-  ast  -t-  tt , H = -j-  Ssstt  4st^  ~h^  » ' 


notre  formule  deviendra  a5s'^  44^’^  + aSsslt  -f-  4st^  -f-  ; et 

supposant  que  sa  racine  soit  5ss  -f-fit  -f-  U,  nous  l'égalerons 
au  carré  aSf*  -f-  lofsH  -f-  losstt ffssU  -f-  afst^  + au 
moyen  de  quoi  les  premiers  et  les  derniers  termes  se  détruiront. 
Faisons  de  plus 

4 = 2/,  d’où  f=2 

ahn  de  chasser  les  termes  pénultièmes , et  nous  parviendrons 
à l’équation 

44*  + =.  lofs  lot  -\-fft  = a4^  -j-  lat, 

ou 

s 1 

as  = — t,  et 

donc 

i = — I et  t = a,  ou  t = — as, 


et  parconséquent 

r^-^s  et  rr  — ss, 

ce  qui  n’est  autre  chose  que  le  cas  déjà  connu. 

Ainsi  déterminons  plutôt  f,  d’après  la  condition  que  les  se- 
conds termes  s’évanouissent  : il  faudra  faire 


a. 


44=:  10/,  ou/=:^; 

O 
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et  en  divisant  ensuite  les  autres  termes  par  stt,  nous  aurons 
aGi  -f  4t  = lOJ  +ffs  + a/t , 

c'est-à-dire , 

a ^ > 

ce  qui  donne 

7 I . ^ ^ 

t — —s  , r =is  •+■  t = — s,  ou  - 

lO  lO  J 

ainsi 

r = 3 , s=  lo; 
moyennant  cela  nous  trouvons 

p=aj(f  — rr=i9i  , «/=ars  = 6o, 
et  nos  formules  seront 

PP -f-aqqcc  43681  =(309)*  , pp  + Gqq  =58o8i  :=(24«)*- 

sa4-  Remarque.  On  peut  trouver  de  la  même  manière  en- 
core d’autres  nombres  pour  m et  n,  qui  fassent  que  nos  for- 
mules deviennent  des  carrés;  et  il  est  bon  de  remarquer  que  le 
rapport  de  m à n est  arbitraire. 

Soit  ce  rapport,  comme  a àb,  et  qu’on  ait  m = at  et 
n=:zbz,  il  sera  question  de  savoir  comment  on  doit  détermi- 
Biiner  z,  afin  que  les  deux  formules  pp  -f-  azqq  et  pp  -|-  bzqq 
puissent  être  transformées  en  carrés.  Nous  en  indiquerons  les 
moyens  dans  la  solution  du  problème  suivant. 

oaS.  Neuvième  question.  Staetb  sont  des  nombres  donnés  , 
trouver  le  nombre  z , tel  que  les  deux  formules  pp  -f-  azqq  et 
pp  + izqq  deviennent  des  carrés,  et  déterminer  en  même 
temps  les  plus  petites  valeurs  possibles  de  p et  de  q. 

Qu’on  fasse 

pp -j- azqq  =s  rr  et  pp  + hzqqz^ss, 
et  qu'on  multiplie  la  première  équation  par  b et  la  seconde  par' 
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a , la  différence  des  deux  produits  fournira  l’équation 

{b  — a)pp  — brr  — ciss, 

et  parconséquent 

btr  — ass 

et  il  faudra  que  cette  formule  soit  un  carré  ; or  c’est  ce  qui  ar- 
rive , quand  r=zs.  Qu’on  suppose  donc , afin  de  faire  sortir 
les  fractions , 

r=s  +{b—a)t, 

on  aura 

brr — bss  -f-  aé(&  — a)st  -|-  b{b  — a)*  U — asf 

b — a 

(i  — g)  55  -f  zb  (b  — a)  St b (b  — c)*  « 

b — a 

= ss  -f-  abst  -j-  b(b  — a)  tt. 

Qu’on  fasse  maintenant 

on  aura 

JT  1? 

pp  = ss-i-jst-i-—tt  = ss  + iibst  4-  b(b~^a)tt, 

ou  les  SS  se  détruisent;  desorte  que  les  autres  termes  étant  di- 
visés par  t,  et  multipliés  par^,  donnent 

+ b(b  — a)ljy  = luxy  -j-  txx, 

d'où  résulte 

^ ajjy  — — abyy 

~~  b{b—a)yy—xx  ’ 1~  b{b—‘à)yy  — xx 

Ainsi 

txx^xy  -^ùhyy , «t  s:x=  bf^b a)yy — xx; 
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de  plus 

T—  z{^b~a')xy  — b(^b  •—  a')yy  — xx; 
et  parconséquent 


p~s  + - t—b(b — a)yy-\-xx — 2,bxy=.{x — byY — f^byy. 


Ayant  donc  trouvé p,  r et  s , il  nous  reste  à déterminer  z. 
Soustrayons  pour  cet  effet  la  première  équation 

PP  -f-  azqq  z=  rr 

de  la  seconde 

PP  -f-  bzqq  = SS , 


•le  teste  sera 

zqq  (6  — o)  =:  M — rr  = (j  -f-  r)  (s  — r). 
Ot 

i-f-T  = 2(i  — a")  xy  — zxx , 
et 

i — r=ib  (^b  — a')yy  — s.{b  — a)xy , 


OU 

f-|-r=ax((6— , et  j— -r=a(&— x); 
ainsi 

(è  — a)  zqq  ==  ax((i  — a)y  — x).a  (i— -x), 


ou 

zqq  = üxC(.b  — a)y  — x')2y(_by—  x), 

OU 

zqq  z=.  4xyi(_b  — a)y  — x)  ily  — x)i 
parconséquent 

a _ 4xy(.(,b  — a')y  — x')(_by^x') 

99 

n s’agit  donc  de  prendre  pour  qq  le  plus  grand  carré  par 
lequel  le  numérateur  soit  divUilrie  -,  mois  remarquons  premià-< 
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rement  que  nous  avons  déjà  trouvé 
P ■=  b{b  — a~)yy  + XX  — zbj^  =z  (^x  — byY  — abyy^ 
et  qu’ainsi  on  peut  simplifier  en  faisant 
x — v+by, 

X ~ by  = v, 
p = vv  — abyy, 


ou 

puisqu’alor» 

et 


4(‘'  + + qy) 

Z — ■ ■ > 

99 

ou 

* _ + qy)(t^  4-  h') 

99 

Moyennant  cela  on  pourra  prendre  pour  vety  des  nombre» 
quelconques , et  adoptant  pour  qef  le  plus  grand  carré  contenu 
dans  le  numérateur,  on  déterminera  facilement  la  valeur  de*; 
après  quoi  on  reviendra  aux  équations 

m — az , n:=  bz,  et  p = vv’-‘obyy, 

et  on  obtiendra  les  formules  qu’on  cherchait 

1 PP  + = ( vt»  — obyy  )*  -j-  4^vy  (u oy)  ( v + by) 

qui  est  un  carré  dont  la  racine  est 

r — —~vu  — ^avy  — ahyy. 
a®.  La  seconde  formule  devient 
PP  + 4**99  =^{vv—  obyyY  + 4bvy  ( i'  + qy ) (v  + *^ )** 
ce  qui  est  aussi  un  carré  dont  la  racina 

J = — vv  — abvy  — abyy, 

et  on  peut  prendre  les  valeurs  tant  de  r que  de  s positives. 
Développons  ces  résultats  dans  quelques  exemples. 
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aaS.  Exemple  premier.  Soit  a = — i et  ô =-{-*>  qu’on 
oherche  des  nombres  z,  tels  que  les  deux  formules  pp — zcjg 
et  PP  -f-  zqq  deviennent  des  carrés  ; savoir , la  première  = rr, 
et  la  seconde  = ss. 

Nous  av"us  donc 

p=vv-hyy, 

et  il  ne  restera  , afin  de  trouver  * , qu’à  considérer  la  formule 

4^'y  (i*— (*^+y) 

2*  > 

qq 

nous  donnerons  à v et  différentes  valeurs,  et  nous  verrons 
celles  qui  en  résultent  pour  z. 


■ 

i”. 

3“. 

3°. 

4°- 

5". 

B 

rr 

3 

3 

4 

5 

16 

B: 

1 

2 

1 

4 

9 

) 

1 

3 

1 

7 

7 

3 

5 

5 

9 

35 

9 

4.6 

4-3o 

iS.  i5 

9 . 1 b‘ . 5 

36. a5. 16.7 

16.9.14 

n 

4 

4 

9.16 

36, 35,1 6 

llH 

6 

3o 

i5 

5 

7 

14 

P 

5 

i3 

17 

■ 41 

337 

65 

Nous  sommes  en  état , moyennant  ces  valeurs , de  résoudre 
les  formules  suivantes,  et  d'en  faire  des  carrés. 

On  peut  transformer  en  carrés  i°.  les  formules  pp  — ^qq 
et  pp  + 6qq  : cela  se  fait  en  supposant  pz=z5etq  = a-,  car  la 
première  devient  = a5 — 34=  1,  et  la  seconde=a5  + a4— 4.9- 
a”.  Les  deux  formules  pp  — 3oqq  et  pp-j-3oqq  : savoir, 
en  faisant  /»=  i3  etq^a  ; car  la  première  devient=i6g— laa 
=49>  et  J*  seconde  = 169  + 120  =:  289. 
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5*.  De  même  les  deux  formules  pp  «—  1 et  pp  -f-  i5«iq  ; 
car  si  l'on  fait 

p = i7,  9 = 4* 


on  a la  première  = a8g  s4°  — 4S  * la  seconde  aSg 
+ a4o  = Sa^. 

4°.  Les  deux  formules  pp  — 5qq  fXpp  5qq  deviennent 
pareillement  des  carrés  -,  savoir , quand 

p=4i  , 9 = la; 

car  alors 


et 


SI 


PP — 5qq  = i68i  — 720  = 961  =3i*, 

PP  + 5qq  = 1681  -f  720  = a4oi  = 49*- 
5®.  Les  deux  formules  PP — 799  etpp-J-799  sont  des  carrés, 
P =337,  9=iao; 


car  la  première  alors  est  = ii  3369  — 1 00800  = 1 2769  = 1 i3V 
et  la  seconde  est  = 1 iSSSg  + 100800  = 214369  =463*. 

6°.  Les  formules  pp  — i499  PP  ”f*  i49?  deviennent  des 
carrés  dans  le  cas  de 


car  alors 


p = G5,  9=12; 


pp — 1499  = 4235  — 2016  = 2209  = 4t*, 
et 

pp  + 1499  — 4225  + 2016  = 6241  = 79*- 

327.  Exemple  second.  Lorsque  le.s  deux  nombres  m et  a 
sont  dans  le  rapport  de  1 ; 2 ; c'est-à-dire , que 

a=i,  i=2, 

et  qu’ainsi 


m = 2,  n = 2£, 

trouver  pour  z des  valeurs  telles  que  les  formules  pp  -f-  zqg 
et  pp  -j-  2299  puissent  être  transformées  en  carrés. 

4 


« 
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Il  serait  superflu  ici  de  faire  usage  des  formules  générales 
que  nous  avons  données  plus  haut,  cet  exemple  pouvant  se  ré- 
duire immédiatement  au  précédent.  En  effet,  si 

PP  + açq  = rr  et  pp  azqq  = ss 

on  a par  la  première  équation 

pp=rr—zqq , 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde , donne 
. rr  -f-  zqq  = ss  ; 

ainsi  la  question  exige  que  les  deux  formules  rr  — zqq 
et  rr-j-  zqq  puissent  devenir  des  carrés , et  c’est , comme  on 
voit,  le  cas  de  l’exemple  précédent.  On  aura  parconséquent 
pour  Z les  valeurs  suivantes , 6,  3o,  i5 , 5,7,  14,  etc. 

On  peut  faire  aussi  en  général  une  transformation  semblable. 
Car  supposons  que  les  deux  formules  pp  rnqq  et  pp  -4-  nqq 
puissent  devenir  des  carrés , et  faisons 

pp  + mqq=:rr  , pp  + nqqz=ssi 

la  première  équation  donnant 


pp  = rr-~  mqq , 

la  seconde  deviendra 


ou 


ss  = rr  — mqq  -}-  nqq  ^ 
rr  {n  — m)  qq  = ss-. 


si  donc  les  premières  formules  sont  possibles,  ces  dernières 
rr  — mqq  et  rr -1-  ( n — m)  qq  le  seront  de  même , et  comme 
m et  n peuvent  être  mis  l’un  à la  place  de  l’autre , les  formules, 
rr  — nqq  et  rr-^-  (_m—n)  qq  seront  possibles  pareillement;  et 
au  contraire , si  les  premières  sont  impossibles  1 les  autres  ne  le 
seront  pas  moins. 
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228.  Exemple  troisième.  Que  m soit  à n comme  iî5,  ou 
bien  que 


desorte  que 


c = 1 , i = 3 ; 
m = z , n = 3z , 


et  qu’il  s’agisse  de  transformer  en  carrés  les  îorïavletpp-^-zqq 
et  PP  + 5zqq. 

Puisque 

c = 1 et  i = 3 , 


la  question  sera  possible  dans  tous  les  cas  où 

zqq=:4vy  (^v+y-) 
et 

p = vv  — 3yy. 

Ainsi  adoptons  pour  v et^  les  valeurs  suivantes  : 


1“. 

2°. 

3». 

4“- 

5-. 

n ^ 

1 

3 

4 

1 

iG 

y 

1 

2 

1 

. • 8 

r V 9 

I 

2 

5 

5 

9 

a5 

4 

9 

7 

25 

43 

zqq 

16. 2 

4-.9.3o 

4.4.35 

4.9.25.4  a 

4.9. iG. 25. 43 

<79 

iG 

4-9 

Z 4-4 

4.4.9.25 

4.9. iG. 25 

Z 

2 

3o 

35 

2 

43 

P 

2 

3 

i3 

• 191 

i3 

Or  nous  avons  ici  deux  cas  pour  z = 2 , ce  qui'  fait  que  nous 
pouvons  transformer  de  deux  manières  les  formules  pp  -f-  zqq 
etpp  + 6qq. 

La  première' est  de  faire 

pssa  , q = 4,  • . 
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et  parcoQséquent  aussi 

p = i , q~ü-. 

car  nous  avons  alors 

PP  + ^qq  = 9 J pp  + Gqq  = z^ 

La  seconde  manière  est  de  supposer 

p— 191  . 9=^. 

moyennant  quoi  nous  aurons 

PP  + aqq  — (309)*  , pp  + % = Ca^O*- 

Il  est  difficile  de  décider  si  on  ne  pourrait  pas  faire  aussi  a=i  ; 
ce  qui  aurait  lieu,  quand  zqq  serait  un  carré.  Mais  quant  à la 
question,  si  les  deux  formules  pp-^qq  et  pp  + 5q<jf  peuvent 
devenir  des  carrés , voici  le  procédé  qu’elle  exige. 

aag.  H s’agit  de  recherdier  .si  on  peut  transformer  en  carrés , 
ou  non , les  formules  pp  -^-qq  et  pp^  5qq  : qu’on  suppose 

PP  + ^q^rr,  pp+3qq  = «, 

et  qu’on  considère  les  points  suivons  : 

1°.  Les  nombres  p et  q peuvent  être  regardes  comme  pre- 
miers entre  eux  ; car  s’ib  avaient  un  commun  diviseur,  les  deux 
formules  ne  laisseraient  pas  de  rester  des  carres , après  qu  on 
aurait  divisé  p et  ç par  ce  diviseur, 

2®.  P ne  peut  être  un  nombre  pair  ; car  en  ce  cas  q serait 
impair,  et  parconséquent  la  seconde  formule  serait  un  nombre 
de  l’espèce  4«  + 3,  qui  ne  peut  devenir  un  carré;  donc  p 
est  nécessairement  impair , et  pp  est  un  nombre  de  1 espece 
8/x  *1“  1 . 

3®.  Puis  donc  que  p est  impair , il  faut  que , dans  la  première 
formule,  q soit  non-seulement  pair,  mais  qu’il  soit  même  divi— 
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iiblepar  4,  aEn  que  qq  devienne  un  nombre  de  l’eipèce  i6n,  et 
que  PP  -j-qq  soit  de  l’espèce  8«  -f"  * • 

4°.  De  plus  P ne  peut  être  divisible  par  3 ; car  si  cela  était, 
PP  serait  divisible  par  g,  et  qq  ne  le  serait  pas  -,  ainsi  3qq  ne 
serait  divisible  que  par  3 et  non  par  q ; parconséquent  aussi 
PP  -f-  3qq  ne  pourrait  être  divisé  que  par  5 et  non  par  g,  et  ne 
pourrait  donc  être  un  carré  -,  ainsi  p ne  peut  être  divisé  par  3 , 
et  PP  sera  un  nombre  de  l’espèce  3n  -j-  i . 

5°.  Puisque  p n’est  pas  divisible  par  3 , il  faut  que  q le  soit  ; 
car  autrement  qq  serait  un  nombre  de  l’espèce  3re  + i , et 
parconséquent  pp  -f-  qq  un  nomlwre  de  l’espèce  5n  -f-  ^ , qui 
ne  p>eut  être  un  carré  -,  donc  q doit  pouvoir  se  diviser  par  3. 

6°.  p n’est  pas  divisible  non  plus  par  5;  car  si  cela  était,  q 
ne  le  serait  pas,  et  qq  serait  un  nombre  de  l’espèce  5n  -f-  i 
ou  én  + 4 ■>  parconséquent  Zqq  serait  de  l’espèce  5«  + 3 ou 
5n  -f-  2 , et  comme  pp  -f-  Zqq  appartiendrait  aux  mêmes  espèces, 
cette  formule  ne  pourrait  devenir  un  carré  -,  donc  il  faut  néces- 
sairement que  p ne  soit  pas  divisible  par  5 , et  que  pp  soit  un 
nombre  de  l’espèce  5n  -f- 1 , ou  de  l’espèce  5/î  -f-  4- 

7*.  Mais  puisque  p n’est  pas  divbible  par  5 , v<^ons  si  q est 
divisible  par  5 ou  nmi  ; que  si  q n’était  pas  divisible  par  5 , qq 
serait  de  l’espèce  5n  -j-  q ou  5«  -f-  S , comme  nous  avons  vu  ; 
et  puisque  pp  est  5;i  -J-  i ou  5n  -f-  4 , U faudrait  que  pp  ^ Zqq 
fût  de  même , ou  5n  -f-  i ou  5n  -f-  4. 

Qu'on  suppose 

pp  = 5n4-i, 

on  aura 

qq  = 5>t+4, 

parcequ’autrement  pp  ~i-qq  ne  pourrait  être  un  carré  ; mais 
on  aurait  alors 

Zqq  = 5/t  -f  ® > PP  + 3??  = 5n  -f-  3 , 
ce  qui  ne  peut  être  un  carré. 
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Soit  en  second  lieu 

PP  = 5n  + 4 , 

on  aura  dans  ce  cas 


donc 


qq  = 5n-{- 1 et  3qq  = 5n  + 3 ; 
pp  + ^qq^bn  + a. 


ce  qui  ne  peut  être  non  plus  un  carré.  Il  s’ensuit  de  là  que  qq 
doit  être  divisible  par  5. 

8“.  Or  q étant  divisible  d’abord  par  4,  ensuite  par  3 et  eu 
troisième  lieu  aussi  par  5 , il  faut  que  ce  soit  un  nombre  tel 
que  4-3.5/n,  ou  que  q = 6o/n;  ainsi  nos  formules  devien- 
draient 

PP  + 3Soomm  = rr, 
et 


PP  1 oSoomm  = ss  ; 


cela  posé , la  première , étant  soustraite  de  la  seconde , don- 
nera 

7200mm  =ss  — rr=(s  + r)  (s  — r); 


desorte  qu’il  faudra  que  s + r et  s — r soient  des  facteurs  de 
7200mm  ; et  on  doit  faire  attention  en  même  temps  qu’il 
faut  que  s et  r soient  des  nombres  impairs,  et  de  plus  premiers 
entre  eux. 

9°.  Soit  de  plus 

7200mm  = 4^, 

ou  que  les  facteurs  en  soient  af  et  ag , et  qu’on  suppose 


s + r = af  , s — r—ag, 

on  aura 

^=f+S  > 

et  il  faudra  que  f et  g soient  premiers  entre  eux  , et  que  l’un 
soit  pair  et  l’autre  impair.  Or  comme  fg—i^oomm , il  faudra 
donc  décomposer  1800mm  en  deux  facteurs,  dont  l’un  soit  pair 
et  l'autre  impair , et  qui  n’aient  aucun  commun  diviseur. 
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10*.  Il  est  à remarquer  en  outre , que  puisque 
rr  = pp  + qq, 

et  qu’ainsi  r est  un  diviseur  de  pp  qq  , il  faut  que 

r=f-S 

soit  pareillement  la  somme  de  deux  carrés , et  comme  ce 
nombre  est  impair , il  faut  qu'il  soit  contenu  dans  la  formule 

4«+  *• 

11°.  Si  nous  commençons  maintenant  par  supposer  m = i , 
nous  aurons 

1800=8. 9. a5, 

et  de  là  résulteront  les  décompositions  suivantes  : 

/=  1800  , g=i , 

OU 

/=aoo  , g = 9, 

OU 

/=7a  , g=a5, 

OU 

/=aa5  , g=8. 

La  première  donne 

r=f—g—  1799  = 4«  + 3 : 

' la  seconde  donne 

r=/— g = i9i  = 4/»  + 3: 
la  troisième  donne 

r=/—g=47  = 4n  + 3; 
mais  la  quatrième  donne 

r=/  — g = 3i7  = 4n  + I.' 

Ainsi  les  trois  premières  décompositions  devront  être  exclues. 
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et  il  ne  nous  restera  que  la  quatrième  ; nous  pouvons  en  con- 
clure en  général , que  le  plus  grand  facteur  doit  être  impair , 
et  que  le  plus  petit  doit  être  pair;  mais  au  reste  la  valeur  r=aij 
ne  peut  même  avoir  lieu  ici , parceque  ce  nombre  est  divisible 
par  7,  ce  qui  n’est  pas  la  somme  de  deux  carrés. 

1 3“.  Soit  m = 2 , on  aura 

fg=zj‘200  = 33.225; 

c’est  pourquoi  l’on  fera  ' 

/•=225  , g = 32, 

ensorte  que 

r=f—g=i^; 

et  ce  nombre  étant  la  somme  de  deux  carrés,  il  vaudra  la 
peine  de  l’esMyer.  Or  comme 

q = 120  , r = ig3  , 

et  que 

PP  = rr  — qq=i  (^r  + q)  (r  — q)  , 

on  aura 

r+q  = 3i3,  r—q=j3\ 

mais  puisque  ces  facteurs  ne  sont  pas  des  carrés , on  voit  bien 
que  PP  ne  devient  pas  un  carré.  On  perdrait  de  même  sa  peine 
à substituer  au  lieu  de  m d’autres  nombres,  c'est  ce  que  nous 
allons  encore  faire  voir. 

23o.  Théorème.  Il  est  impossible  que  les  deux,  formules 
PP  -f-  qq  et  pp  -j-  Zqq  soient  l’une  et  l’autre  un  carré  en  même 
temps;  desorte  que  dans 'les  cas  où  l’une  est  un  carré,  il  est 
sûr  que  l’autre  n’en  est  pas  un. 

Démonstration.  Puisque  p est  impair  et  que  q est  pair,  ainsi 
que  nous  l’avons  yu , pp  qq  nw  peut  être  un  carré  que 
lorsque 

q~  2rs  , p = rr  — ss , 
et  PP  3qq  ne  peut  être  un  carré , que  lorsque 

q = 2tu  , P — tt  — 5uu , ou  P = 3«u  — tt. 
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Or  comme  dans  les  deux  cas  q doit  être  un  double  produit , 
qu’on  suppose  pour  l’un  et  l'autre 

q = aabcd, 

et  qu’on  fasse  pour  la  première  formule 
r=  ab  , s = cd, 

et  pour  la  seconde 

t = ae  , U = bd, 
on  aura  pour  celle-là 


P = aabb  — ccdd, 

et  pour  celle-ci 

P = aacc  — Zbbdd,  ou  p = Zbbdd  — oocc 
et  ces  deux  valeurs  doivent  être  égales  ; ainsi  l’on  a 
aabb  — ccddzzzaatc  — Zbbdd , 

ou  bien 

aabb  — ccdd  =:  Zbbdd  — aacc , 

et  on  observera  que  les  nombres  a,  b , c et  ti  sont  générale- 
ment plus  petits  que  p et  q.  Il  faudra  maintenant  considérer 
chaque  cas  séparément  : le  premier  donne 

aabb  -j-  Zbbdd  = ccdd  -f-  aacc , 
ou 

bb  (on  -f-  Zdd)  z=  cc  ( ca  -f*  dd)  , 

d’oA  résulta 


bb  aa-f-  dd 

cc  aa  -f-  Zd3’ 


fraction  qui  doit  être  un  carré.  Or  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur ne  peuvent  avoir  ici  d’autre  commun  diviseur  que  a, 
parcequ’ils  ont  pour  différence  add.  Si  donc  a était  un  commun 


diviseur,  il  faudrait  que 


aa  -h  dd  aa  -f-  Zdd 
et 


fussent  sépa- 
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rément  des  carrés  ; mais  les  nombres  o et  <i  sont  dans  ce  cas 

impairs  l’un  et  l’autre,  ainsi  leurs  carrés  sont  de  la  forme  8/i-f-i, 

, _ , flû  -4-  .11. 

et  la  tormule  ^ est  comprise  dans  1 expression  4'*+3, 

et  ne  peut  être  un  carré  ; donc  a ne  peut  être  un  diviseur  com- 
mun ; le  numérateur  aa-^  dd  et  le  dénominateur  aa  + Zdd 
sont  premiers  entre  eux , et  il  faut  que  chacun  soit  de  soi- 
même  un  carré.  Or  ces  formules  sont  semblables  aux  pre- 
mières; et  si  celles-ci  étaient  des  carrés,  il  faudrait  que  des 
formules  semblables , mais  composées  des  plus  petits  nombres, 
fussent  aussi  des  carrés  ; ainsi  on  peut  en  conclure  réciproque- 
ment de  ce  qu’on  n’a  pas  trouvé  des  carrés  dans  les  petits 
nombres , qu’il  n’y  en  a point  dans  les  grands. 

Cette  conclusion  cependant  n’est  admissible  qu’autant  que 
le  second  cas 


aabb  — ccdd  = Zbbdd  — aacc , 

nous  en  fournira  une  pareille.  Or  cette  équation  donne 

aabb  -f-  aacc  = Zbbdd  -f-  ccdd , 
ou 

aa  (iè  cc)  z=zdd  (3iA  -f-  cc)  , 

et  parconséquent 

dd  bb  + cc  cc  bb 
aa  3éA  -j-  cc  cc  -f-  3éà  " 

ainsi  cette  fraction  devant  être  un  carré,  la  conclusion  précé- 
dente se  trouve  pleinement  confirmée  ; car  si  dans  de  grands 
nombres  il  y avait  des  cas  où  pp  -f-  qq  et  pp  -f-  5qq  fussent  des 
carrés,  il  faudrait  que  de  tels  cas  existassent  aussi  pour  des 
nombres  plus  petits,  et  c’est  ce  qui  n’a  pas  lieu. 

a3i.  Douzième  qxiestion.  Déterminer  trois  nombres,  x,_y  et*, 
tels  qu'en  les  multipliant  ensemble  deux  à deux,  et  ajoutant  i 
au  produit,  on  obtienne  chaque  fois  un  carré  ; c’est-à-dire  qu’il 
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s’agit  de  transformer  en  carrés  les  trois  formules  suivantes  : 

1°.  -f-  1 , a®,  xz  + 1 , 5°.yz  + 1. 

Qu’on  suppose  des  deux  dernières  l'une 
xz  i=pp, 

et  l’autre 

yz  + i=qg, 


et  on  aura 


La  première  formule  se  trouve  transformée  par  là  en  celle-ci, 

(pp—i')(qq — i)  . J , 

-f-  1 , qui  doit  parconsequent  etre  un 


zz 


carré , et  qui  ne  le  sera  pas  moins  si  on  la  multiplie  par  zz  ; 
desorte  que  la  formule  (pp — i ) (_qq  — i)  -f-  m,  doit  être 
un  carré , ce  qu’il  est  facile  d’obtenir.  En  effet , que  la  racine 
en  soit  —z  r-,  on  aura  ‘ ' 


et 


(pp_  i)  (qq-_i)=:ars-f-jT, 
, _ (pp  — i)  (97  — O— rr 


ar 


où  l’on  peut  substituer  à p,  q et  r des  nombres  quelconques. 
Soit,  par  exemple. 


on  aura 
et 


r=—pq  — i, 
rr  =3ppqq  + apq -f  1 , 

_ — apq  — PP  — qq  _ pp  + ixpq  -f-  qq  ^ 


donc 


• apq  — a 


apq  + a 


et 


^ _ (pp— i)  (apq  -i-a)  _ a (pq-f  i ) (pp  — i ) 
pp  + apq  + qq  (P  + Ç)*  . 


y = 


__  a (pq  1 ) (qq  — 1 ) 


ip-i-qy 


a. 
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'Mais  si  l’on  demande  des  nombres  entiers , il  faudra  faire  la 
première  formule 


et  supposer 


+ i =pp, 

zz=zx+y  + q\ 


alors  la  seconde  formule  devient 


XX  jy  + xq  1 = XX  -f-  çx  + pp , 

«t  la  trobième  sera 

=*y+yy  + fiy-i-^^yy  + vf+pp, 

et  elles  deviennent  évidemment  des  carrés,  si  l’on  fait 


qzxàzsp, 

Vu  que,  dans  CS  cas,  la  seconde  est  =xx:ti|px-f  pp,  dont  la 
racine  est  x ztp , et  la  troisième  est  =yy.dz.apy  + pp,  dont 
la  racine  esl  y àzp.  Mous  avons  parconséquent  cette  solution 
très-élégante  : ' — 


ay~f-i=pp,  d’où  xy=pp — i , 

qui  a eu  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  p.;  et  de  plus  le 
troisième  nombre  se  trouve  de  deux  manières , puisqu’on  a 

* = X + y ap , ou  Z = X -i-y  — ap. 

Eclaircissons  ces  résultats  par  quelques  exemples. 

i“.  Soit  P ^3,  on  aura  . 


et  si  l’on  fait 
on  aura 


PP  — 1 = 8,  . 
x = a,  y = 4, 


z=ia,  ouz  = o; 

I 

ainsi  les  trois  nombres  cherchés  sont  a , 4 et  la. 
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2“  Soit  ‘ - 

p=  4,  onapp-^  i ==  iS\ 
maintenant  si  , - ■ ^-i 

X = 5 et  ^ =t 3»  ■ > 

on  trouve 

Z = 1 6 ou  Z = O ; 

f 

donc  les  trois  nombres  cherchés  sont  3 , 5 et  1 S. 
3°.  Soit  P = 5,  on  aura 


227 


PP  — 1 = 24; 

bt  si  de  plus  on  fait 

X = 3 et  ^ = 8 , 

on  trouvé 

Z = 21 , ou  bien  z=^ 


3;  • 1'  . I îfc 


d’où  résultent  les  nombres  suivans  : 1 , 3 et  8 , otl  3 ^ 8 et  ai ' 
a3a.  Treizième  question.  On  cherche  trois  nombres  entiers; 
de, y et  Z,  tels  que  si  on  ajoute âùhaqüe  produit  de  ces  nombres 
multipliés  deux  à deux,  un  nombre  doimé  on  obtiennej^ 
chaque  fois  un  carré. 

Puisque  lës  trois  formules  suivantes  doivent  être  des  carrés , 
1®.  xy+q,  à°'.  xz  + fl,  3^  jz  + à,  qu'qu, suppose  la^ pre- 
mière 

^.+  a.=?îPP,. 

et  qu'on  fasse 


du  aura  pour  l'a  seconde  formule 


XX  -i-  xy  xq  +U  z=  xx  «j-  pP  » 

et  pour  la  troisième  , i ) •/.  ; -.r.-  ’-v 

-f  à-—yy  + qy  -hppi-  ^ » 

et  elles  deviennent  toutes  deux  des  carrés  , si  q = + ap  ; ^inSÎ 

«■•SX 

Z = X -f-y  dz  ap , 

2 
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c’est-à-dire  qu'on  peut  trouver  pour  z deux  valeurs  düFérentes. 

a33.  Quatorzième  question.  On  demande  quatre  nombres 
entiers , x , z et  v , tels  que  si  on  ajoute  aux  produits  de 
ces  nombres  pris  deux  à deux,  un  nombre  donné  a,  il  en  ré- 
sulte des  carrés. 

Il  faut  donc  que  les  six  formules  suivantes  deviennent  de« 
carrés. 

1°.  xy -f-a,  a®,  xz-f-a,  5°.yz-{-a,  4®-  xv  + a, 

5°.yv  •+■  a,  6“.  zv  -f-  a. 

Qu’on  commence  par  supposer  la  première  " ' ' ' 

•ay  + a=pp, 

et  qu’on  prenne 

‘ * = x-f^-f-ap, 

la  seconde  et  la  troisième  formule  deviendront  des  carrés.  Si  de 
plus  on  suppose 

v = x +y  — ap, 

la  quatrième  et  la  cinquième  formule  deviendront  pareille-, 
ment  des  carrés  ; il  ne  reste  donc  que  la  sixième  formule  qui 
=eera  xx  + ajy  + yy  — /^p  -j-  a,  et  qui  devra  de  même  de- 
venir un  carré.  Or  comme 

PP  — ^ + o, 

cette  dernière  formule  devient  xx  — axy  yy  — Za , et  par- 
conséquent  il  s'agit  de  transformer  en  carrés  les  deux  formulçs. 
suivantes  : . " 

if.  xy  ~l- a = pp,  B®,  (x — — 3a. 

Que  la  racine  de  la  dernière  soit  (x— _y)  — q,  oh  aura 

(«-J')*  — 3a  = (x~y-)‘  — aq  (r--^)-f-qq; 

^nsi  ^ . .1  ^ ji  : . - - - -- 

— 3a  = — aq  (x  — jO -f- qq, 

> • 
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et 

qq-\-Za  . 9<7  + 3a 

a:— v=  — , ou  X =y -f-  ; 

J a<7  ^<1 

parconséquent 

«79+3a 

pp=yy+  -■  — - 

Soit  à présent 

p=^+r, 

U en  résultera  ■:  t' 


ou 

ou 

et 


oo  -f  3a  , 

f 

4qry  + açrr  = ( çq  + 3a)  y + aaq, 

aqrr--2aq=3  (^qq-{-Za')y  — 4?0'» 

». 

aqrr  — aaq 

^ qq-{-Za  — ' 


où  q et  r sont  arbitraires , pourvu  que  x et  ^ 4aviennent  de* 
nombres  entiers;  car  puisque  p=_y  + r,  les  nombres  a et  i' 
Seront  aussi  de  tels  nombres.  Le  tout  dépend  principalement 
de  la  nature  du  nombre  a , et  il  est  vrai  que  la  condition  par 
laquelle  on  exige  des  nombres  entiers , pourrait  causer  quel- 
ques düHcultés;  mais  il  faut  remarquer  que  la  solution  est 
déjà  fort  restreinte  d’un  autre  côté , parcequ'pn  a donné  aux 
lettres  a et  v les  'valeurs  x y ±.s.p,  tandis  qu’elles  pour- 

raient en  avoir  évidemment  un  grand  nombre  d'autres.  Voici 
donc  quelques  considérations  sur  cette  question , qui  peuvent 
avoir  leur  utilité  dans  d’autres  cas. 

1°.  Lorsque  ay-{-  a doit  être  un  carré , ou 


xy—pp  = a, 

fl  faut  toujours  que  les  nombres  x et^  aient  la  forme  r — ass  ; 
si  donc  nous  supposons 

x — bb—  acc  , y Tzzdd-—  aee, 

3 
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nous  trouvons 

: - xy  i=s-{^d  — • ace  y-r-a(^be  — cdy. 

Soit  maintenant 

be  — cd  = çb  1 

nous  aurons 

ay=(^  bd  — ace  y — a, 

et  parconséquent  . ^ . 

. 'jcy  + a = (W — acey. 
a®.  Si  de  plus  nous  supposons  ^ , i . 

*=#— ûgg-.  — ’ 

et  que  nous  donnions  À f et  kg  des  valeurs  telles  que 

' * 

%— I.  % — 

les  formules  arz  + c et  -f-  a deviendront  pareillement  des 
carrés.  Ainsi  tout  se  réduit  à donner  tant  à b , c,  d et  e qu’à 
/ et  à g , des  valeurs  telles  que  la  propriété  que  nous  avons 
supposée  ait  lieu.  ^ 

3°.  Représentons  ces  trois  couples  de  lettres  par  les  fractions 
bd  f 

-i  -,  et-i**.  elles  devront  être  telles  que  chaque  différence  de 
c e g 

deux  d’entre  elles  soit  exprimée  par  une  fraction,  dont  le  numé- 
rateur = 1 . Car  puis^m 


b d be  — de 


il  faut,  ainsi  que  nou;  l’avons* vu,  que  ce  numérateur  soit 
■=  d:  1.  Une  de  ces  fractions  au  reste  est  arbitraire  , et  il  est 
facile  d’en  trouver  une  autre , de  façon  que  la  condition  pres- 

^ite  ait  lieu.  Soit,  par  exemple,  la  première  - = |,  U faudr^t 
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que  la  seconde  ^ lui  soit  à-peu-près  égale  ; qu’on  fasse  donc 

^ = I , on  aura  la  dilFérence  = ç.  On  peut  aussi  déterminer 

cette  seconde  fraction  par  le  moyen  de  la  première , d'une 
manière  générale  ; car  puisque 


il  faut  que 
et  parconséquent 


d 

e 


3e  ■ 


_ 3e  — ad 
~ ae  ’ 

zd=z  1 , 


ad  3e  — i , et  d = e -I-  

a 

Ainsi  faisant 

e — 1 , 

= m , ou  e — an»  + i » 

a 

nous  aurons 


d = 5m  + 1 , 

et  notre  seconde  fraction  sera 


d 3m  1 

e am  -j-  i* 


C’est  de  la  même  manière  qu’on  pourra  déterminer  la  seconde 
fraction  pour  telle  première  que  l’on  voudra,  comme  on  le 
voit  par  les  exemples  suivans  : 


A 

3 

$ 

9 

I 1 

4.  ' 

1 3 

» 

— 

1 7 

7 

|d  3m-f-i 

5m-J-a 

8m-f-3 

1 im-f-3 

i3m-j-5 

,i7m-f-5 

Ile  am-f-i 

3nt-i-i 

3m-|-i 

5m+3 

4m+i 

8m-f-3 

ym-f  a 

4°.  Quand  on  a déterminé  convenablement  les  deux  fraC*^ 

tions  - et  - , il  est  facile  d’en  trouver  aussi  une  troisième  ana- 
c e 

4 
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logue  à celles-là.  On  n’a  qu'à  supposer 

f=b-i-d,  g=c  + e; 

desorte  que 

f__b+d_ 
g c -f  e’ 

car  les  deux  premières  donnant 

be  — cd  = ± 1 , 

ou  a 

i—  È=:_E_!_. 

g c cc  -j-  ce  ’ 

et  en  soustrayant  de  même  la  seconde  de  la  troisième , on  aura 

f d be  cd ±1 

g e ee  -f-  ce  ce  -f-  ee‘ 

5*.  Après  avoir  déterminé  de  cette  manière  les  trois  fractions 

h d f 

-,  - et  - , il  est  facile  de  résoudre  notre  question  pour  trois 

nombres  x,y  et  z,  en  faisant  que  les  trois  formulés  xy  a, 
xz -f- a et  yz  a , deviennent  des  carrés  : on  n’a  qu’à  poser 

x = bb  — acc,y=dd  — aee,  z=Jf — agg. 

Qu'on  prenne , par  exemple,  dans  la  table  du  n°  3, 


* = d’où 


ë ' ’ 


delà  résultent  ces  valeurs 

x = zS~5a,y  = 4s  — i6a,  2=144  — 490, 
desquelles  ont  déduit 

xy  axz.  iaa5  — 84oa-j-  144V  2=  (35  — lao)*  ; 
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X2  + a = 36oo-—  aSaoa  +44iû*  = (6o  — 21a)*  ; 

en£n 

yz  *f  a = 7066  — 47°4“  + 7840a  = (64 — 28a)*. 

234.  Qu’il  s’agisse  maintenant  de  déterminer,  conformément 
à notre  question  , quatre  lettres,  x,  y ,z  et  v,  il  faudra  joindre 
une  quatrième  fraction  aux  trois  précédentes.  Soit  donc  les 

b d f b -\-d  , , 

trois  premières  - , = — — — , et  quon  suppose  la  qna- 

’C  ^ ë ^ ^ 

trième  fraction 

h d -\-f ad-^-b 

^ ^ ~h  g ae-f-c* 

de  façon  qu’elle  ait  avec  la  troisième  et  la  seconde  le  rapport 
prescrit;  si  l’on  fait  après  cela 

x—bb  — acc,  y^dd — aee,  z=iff — dgg , v = hh — akk, 

on  aura  rempli  déjà  les  conditions  suivantes  : 1®.  -f-  a = un  , 

carré  , 2®.  xz  a = un  càrré , 3°.  -f-  o = un  carré , 

4°.  yv  + O = un  carré , 5®.  zi'  -j-  a = un  carré  ; et  il  ne  reste 
donc  qu’à  faire  ensorte  qu’aussi  xv  a devienne  un  carré , ce 
qui  ne  résulte  pas  des  suppositions  précédentes,  parceque  la 
première  fraction  n’a  pas  avec  la  quatrième  le  rapport  prescrit. 
Cela  nous  oblige  à conserver  dans  les  trois  premières  fractions 
le  nombre  indéterminé  m ; c’est  par  ce  moyen , et  en  déter- 
minant 771 , que  nous  parviendrons  à transformer  aussi  en  carré 
la  formule  xv  + a. 

6°.  Qu’on  tire  donc  de  notre  petite  table  le  premier  cas , 
et  qu’on  fasse 

b J d 3/71  -f-  1 

c * ’ e 2771  -f-  1 ’ 

on  aura 

f 37n  -f-  4 b 6m  -f-  5 

g 2771  3 ’ a 4^”  + 4 ’ 
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d’où  résultent  ces  déterminations 


x = 9 — v=(6m  + 5)®  — a(4'«  + 4)*î 

ainsi 

jci/4-c=9(6ni+5)’-4a(Sm-f-5)*-9a(4''i+4)*+4®*(4”*+4)V 

ou 

iT 

xt'+a=9(6m+5)*— <i(a88m*-f-538m-f-243)-f-4aa(4"*+4)*> 

de  quoi  on  peut  facilement  faire  un  carré  , vu  que  mm  se 
trouve  multiplié  par  un  carré  ; mais  c’est  à quoi  nous  ne  nous 
arrêterons  pas. 

7°.  On  peut  aus.si  indiquer  d’une  manière  plus  générale  les 
fractions  dont  nous  avons  fait  voir  qu’on  avait  besoin  ; car 
soit 

b I d ni  — 1 

c l’e  n *■ 

on  aura 

f nl-f-I  — 1 h ani  + I — a 

g n+i  ’ k an-j-i  ’ 

qu’on  suppose  dans  cette  dernière  fraction 

2«  + 1 = ”*  > 

elle  deviendra  = ^ ; parconsé^ent  la  première  donne 

X = Il  — a y 

et  la  dernière  fournit 

V = ( Im  — a )*  — amm. 

La  question  est  donc  seulement  que  xv  a devienne  un  carré. 
Or  à cause  de 

a),  mm  — 
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pn  a 

xv-f-a  = (II  — a)*  mm  — 4 (H  — a)  I771  + 4U  — 3a; 

et  puis  donc  que  ceci  doit  être  un  carré  , qu’on  en  suppose  la 
racine  = (II  — a)  m—p\  le  carré  de  cette  quantité  étant 

(Il  — a)®  mm*— a (Il  — <i)  mp-f-pp, 

on  aura 


— 4(II"”a)Io»  + 4H  — 3a  = — fl (II  — o)  Tnp-^-pp-, 


on  trouvera 


pp  — 4II+3a 

”^(ii-«)(2p-4ir 

p = fll-f-q, 

__  4i?+'?g4-3a 


2ç(ll — a)  * 

où  l’on  peut  adopter  pour  I et  q tels  nombres  que  l’on  voudra. 
§i , par  exemple  , a = i , qu’on  fasse  I = m = a , on  aura 

8q±qg.f5, 

6q  ‘ 

et  en  faisant  q = i , on  trouvera  fl , de  plus 


m = fln  1 ; 

• 

mais  ne  nous  arrêtons  pas  plus  long-temps  à cette  question  , 
et  passons  à une  autre. 

Quinzième  question.  On  cherche  trois  nombres  x,  y et  z, 
tels  que  lep  sommes  et  les  différences  de  ces  nombres  pris  deux 
à deux,  soient  des  carrés. 

La  question  exigeant  qu’on  transforme  en  carrés  les  six  for- 
IRules  suivantes  : a*’,  x , a».,  x + Z^.y  + z,  4'.  x—y. 
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5".  x — z,  6°.y  — z,  on  commencera  par  les  trois  dernières^ 

et  on  supposera 


x—y=pp,  x-^z  = qq,  y—z=:rr-, 
les  deux  dernières  fourniront 


x = qq  + z,  y = rr  + z-. 


desorte  qu’on  aura 
à cause  de 


qq  = pp+rr. 


x--y—qq  — rr=pp-. 


ainsi  pp^-rr,  ou  la  somme  de  deux  carrés,  doit  équivaloir  à un 
carré  qq  ; or  c’est  ce  qui  arrive , quand 


puisqu’alors 


p = 2ab,  r=aa — bb, 
q — aa-^  bb. 


Mais  conservons  encore  les  lettres  p,  q et  r,  et  considérons  aussi 
les  trois  premières  formules , nous  aurons 


^+y=qq  + rr+2z, 
x + z = qq  + ÙZ, 
y + z = rr+2z. 

Soit  la  première 

qq  + rr  + 2z  =3  « , 

moyennant  quoi  • 

az^tt  — qq  — rr; 

il  faudra  encore  que 

tt  — rr  = un  carré , « — qq  = un  carré  ; 
c’est-à-dire 

tt  — (co—W)*  = un  carré,  «—(aO“f-W)*= un  carré; 
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ou  bien  nous  aurons  à traiter  les  deuxfonnules  tt — — M-\-aaabb 
et  tt  — ed  — fr*  — aaabb  ; or  comme  tant  cc~^dd-\~  acd  que 
cc  -4-  dd—  acd  sont  des  carrés,  il  est  aisé  de  voir  que  nous 
atteindrons  notre  but,  en  comparant  tt — — b^  aveccc  + dd 
et  aaabb  avec  acd.  Supposons  dans  ce  dessein 

cd  = aabb  ^ffgghhhk , 

et  prenons 

*^=ffgg>  d = hhhk\ 

aaz=ffhh,  bb=ggkk^ 
ou 

a=fh,  b = gk-, 

la  première  équation 

tt  — O*  — M = cc  -f-  dd, 

prendra  la  forme 

tt—f^h*  — g*¥=fgi  + h^k*i 

donc 

tt  +-¥U4  + 8^1^, 

ou 

tf=(/*4  + fc4)(g4+M); 

il  faudra  parconséquent  que  ce  produit  soit  un  carré  ; mais 
comme  la  résolution  en  serait  difficile , reprenons  les  choses 
d’une  autre  manière. 

Si  nous  déterminons  par  les  trois  premières  équations 


x^y=pp,  x — zz=qq,y—z=rry 
les  lettres  y et  z\  nous  trouvons 


y=zx—pp,  z=^x—qq, 


d’où  résulte 

qq=FP+rr. 

Or  nos  premières  formules  deviennent  maintenant 
* ax— PP , x-f-»=:ax— qq , y-^zrxiax—pp  — qq. 
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Faisons  cette  dernière 

2x—pp—~qg  = tt; 

desorte  que 

aac  = «-fp/»  + qq, 

il  ne  nous  restera  à transformer  en  carrés  que  les  formules 
tt  -f-  qq  et  U -f-  pp.  Mais  puisqu’il  faut  que 

qq=pp^rr, 

posons 

q~àa-i-bb,etpz=aa  — bbi 

nous  aurons 

r = 2oè , f . 

et  parconséquent  nos  formules  seront  : 


tt-f-  (aa-^-bb)*  = tt-f-a*-i-b*-^~aaabb:s=tm  carré 
tt-f-  (aa  — bb  y = tt -j- a* -f- b*  — aaabb=:  un  carré. 

Nous  n’avons  à présent,  pour  arriver  à notre  but,  qu’à  com- 
parer de  nouveaù  U + a*  -f-  b‘^  avec  cc-f-ddet  aaabb  avec  acdi 
Soit  donc , comme  ci-dessus,  ' 


et 

nous  aurons 


c à=dbhkk, 

a=fh,b=gk^ 
cd  aabb , 


et  il  faudra  encore  que  . - ■ 

tt  -fc-  = cc-^  ddx=J^gt 

d’où  résulte 

+ = (g4_A4). 

Ainsi  tout  se  réduit  à trouver  deux  différèneesdedeüx  bi*cafréi> 
savoir  f*  — k*  et  g4  — qui , multipliées  l’une  par  l’autre , 
produisent  un  carré. 
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Considérons  pour  cet  effet  la  formule  voyons  quels 

nombres  elle  fournit , M l’on  substitue  à m et  à n des  nombres 
donnés  , et  faisons  attention  aux  carrés  qui  se  trouveront  parmi 
ces  nombres  ; la  propriété  de 

— «♦=(mni-l-nn)  (mm— nn), 
nous  servira  à construire  pour  notre  dessein  la  table  qui  suit  : 

TABLE  des  nombres  compris  dans  laformule 


mm 

nn 

mm  — - nn 

mm  nn 

m'*  — 

4 

1 

3 

5 

3.5 

9 

1 

8 

10 

16.5 

9 

4 

5 

i3 

■5.i3 

i6 

l 

i5 

»7 

3.5.17 

iS 

9 

7 

26 

25.7 

25 

1 

24 

26 

t6.3.i3 

aS 

9 

, 16 

34 

-!ii6.2. 17 

4,9 

■ î 

.4a 

5o 

25. 16.2.3 

49 

16 

’n33 

65 

3.5. 11 . i3 

64 

1 

63 

65 

9.5.7-.13 

8i 

49 

32 

i3o 

64.5.13 

121 

4 

117 

125 

25.9.5.13 

lai 

9 

112 

i3o 

16.2.5.7.15 

lai 

49 

72 

17» 

144.5.17 

i44 

2$ 

>•9 

169 

169.7.17 

169 

1 

168 

170 

16.3.5.7.13 

169 

81 

88 

25o 

25.16.5.11 

225 

64 

161 

289 

289.7.23 

Nous  pouvons  déjà  déduire  de  là  quelques-  soludràs.  £it' 
effet,  soit 


Jf—3,  AA  = 4, 
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nous  avons 
soit  de  plus 
nous  aurons 
donc  alors 


gg=Si  , hh  = 4g , 

64.5.  i3; 

« = 64.25.169,  d’où  t = 520. 


. f 


Or,  puisque 

tt  = ajo4oo,f=5,  g = s,k  = !x,h  = 7, 
nous  aurons 

a = 21 , i = 18; 

ainsi 

P = 117,  9 = 765,  r = 756; 

: c 

de  tout  cela  résulte 

2x  = « + PP  -f-  99  = 86g5i4. 
et  parconséquent  < 

X = 434657  ; ^ = X — PP  = 420968 , 

et  z — x — 99=  — i5o568; 

et  ce  dernier  nombre  peut  aussi  se  prendre  positif  ; la  diffé- 
rence alors  devient  la  somme,  et  réciproquement  la  somme 
devient  la  différence.  Puis  donc  que  les  trois  nombres  cher- 
chés sont  : 

X = 434657 

_y  = 420968  . 

- z = i5o568 

nous  avons  X = 855625  = (925)*  ' 

X -{-  * = 585225  = ( 765  )• 

9'-}-  Z = 571536  = (756)* 

et  de  plus  x — y—  i3689=(ii7)* 

X — Z = 284089  =(  533  )*  > 

y — Z = 270400  = ( 520  )’. 
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Là  table  que  nous  avons  donnée,  ferait  trouver  cncorè 
d’autres  nombres,  en  supposant 

ff=3,  kk  = 4,  gg=  121,  hh  = 4i 

car  alors  { 

t(  = i3.5.5.i3.9.a5  = q.aS.aS.  169^  i 

et  i 

t = 3.5.5.  i3  =:  975.  ^ 

Or  comme 

/=3,  g=  11,  A = a,  A = a,  ' 

en  a 

a —fh  = G , b = gk  = 22', 

parconséquent 

p=aa — 448»  q=oa  + W=5ao,  j=aa&=aG4î 
de  là  provient 

2x=  tt +PP + qç = 95oSa5  -}-  200704 + 270400 = 1 4a  1 729 
et 

X— PP  = 2 = x— qq= 

Or  il  faut  observer  que  si  ces  nombres  ont  la  propriété  qu’oil 
exige , ils  la  conserveront  par  quelque  carré  qu’on  les  multi- 
plie. Si  donc  on  les  prend  quatre  fois  plus  grands , il  faut  qué 
les  nombres  suivans  satisfassent  également  ; 

x = 2843458,  ao4o64a  , 2 = 1761858; 

et  comme  ces  nombrës  sont  plus  grands  que  les  précédées,  on 
peut  regarder  ceux-ci  comme  les  plus  petits  que  la  question 
admette. 

2Ô6.  Seizième  question.  On  demande  trois  carrés , tels  que 
là  diâerence  de  chaque  couple  de  ces  carrés  soit  un  carré. 

La  solution  précédente  peut  servir  à résoudre  aussi  cette 
nouvelle  question.  En  effet , si  x,^  etz  sont  des  nombres  tels 
que  les  formules  suivantes  deviennent  des  carrés  : 1°.  x -i~y , 
k°:x*^y,  3*.  X-+-2,  4*.  ac  — »,  5°.  G»,  y — z; 

Q 
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il  est  clair  que  pareillement  le  produit  xx  — yy  de  la  première 
et  de  la  seconde  , le  produit  xx  — zt,  de  la  troisième  et  de  la 
quatrième , et  le  produit  yy  — -zx  de  la  cinquième  et  de  la 
sixième , seront  des  carrés , et  parconséquent  xx , yy  et  zz  se- 
ront trois  carrés  tels  qu’on  les  demande.  Mais  ces  nombres  se- 
raient fort  grands , et  il  y en  a sans  doute  de  moindres  qui  sa- 
tisfont , vu  qu’il  n’est  pas  nécessaire , pour  que  xx  — yy  de- 
vienne un  carré,  que  x -f-^  et  x — y soient  des  carrés;  car, 
par  exemple,  a5  — q est  un  carré , quoique  ni  5 -f-  3 ni  5 — 3 
ne  soient  pas  des  carrés.  Ainsi  résolvons  la  question  indépen- 
damment de  cette  considération , et  remarquons  d’abord  qu’on 
peut  prendre  i pour  l’un  des  carrés  cherchés  : la  raison  en  est 
qne  si  les  formules  xx  — yy , xx  — zs  et  ^ — zz  sont  de* 
carrés , elles  ne  le  seront  paa  moins,  si  on  les  divise  par  zz  ; 
parconséquent  on  peut  supposer  qu’il  s’agit  de  transformer 

XX  vy  XX  yy  , . , , 

— — 1 , et  r , et  la  question  ne  roule  a 

xzzzzz  zz 

CC  V 

présent  que  sur  les  deux  fractions  - et 

* I 

Or  si  nous  supposons 

î_/VjLi  1 — S3_±J. 

Z PP  — 1 ’ Z qq  — 1 ' 


les  deux  dernières  conditions  se  trouveront  remplies , puisque 
de  cette  façon 

XX  ___  4pp 

~ ipp  — i y 

et 

.XX  _ 1 — 

zz  (qq— i)*‘ 

Sous  ces  hypothèses , il  ne  nous  reste  à traiter  que  la  pre- 
mière formule 

XX  yy  _ (pp  -H  » y __  4- 1 )* 

zz  zz  {pp—iy  (qq  — O' 

+ ly. /PP  + 1 <77  + ly 

W — 1 — 1 / vpp  — ï 99  — * / ’ 


Digilized  by  Google 


A L G È B R È. 

4 . f.  . . 2 (pw<7  “ l ) 1 -• 

Hr  lë  premier  facteur  est  ici  = — r,  le  second 

(p/»— 0(79— O 


est=  — ^ ^ ^ s . et  le  produit  de  ces  deux  facteurs 

«St  = ~^FF.99, ^ ^ On  voit  que,  dans  ce  produit, 

(PP— 0*(9<7  — 0“ 

le  dénominateur  est  déjà  un  carré,  et  que  le  numérateur  ren- 
ferme le  carré  4i  donc  il  ne  s’agit  que  de  transformer  en  carré 
la  formule  (ppqq  — 0(99  — PP)>  O'*  celle-ci, 

{ppqq  — 1 ) — 1 ^ , et  on  y parviendra  en  faisant 

nn  —ÆàUK  1 — 

^fS  ' P ’ 


puisque  dans  ce  cas  chaque  facteur  devient  séparément  un 
carré.  Pour  s’en  convaincre,  on  remarquera  que 


hh  + kk 
ahk  ’ 


que  parconséquent  le  produit  de  ces  deux  fractions  doit  être 
un  carré , qu’il  doit  l’être  aussi  étant  multiplié  par  ^ffg^.hhkk , 
moyennant  quoi  il  devient  —fg{ff  •+■  gg)  hk(^hh  -f-  é/t); 
ensuite , que  cette  formule  devient  tout-à-iàit  semblable  à celle 
qu’on  a trouvée  précédemment,  si  l’on  fait 

f = a , gz=a-^b , h=zc  ~i~  d , k = c—d', 
puisqu’alors  on  a 

fl  (o4  — iO  .a(c<  — dO  = 4 -*  fiO  C — «^0, 


ce  qui  a lieu,  comme  nous  avons  vu,  pour 

oa=  g,  = 4,  ce  =*  8i  , A/  = 4g, 
c = 3,  ô = a,c  = g,  d=zj. 


OU 
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Ainsi 

/=5,  g = i,  h=iG,  k = sf 

d’où  résultent  ces  valeurs 

i3  q 2S0  65 

“ T ’ P ~ "64  “ l6’ 

le  produit  de  ces  deux  équations  donne 

63.  i3  i3.  i3  J,  , i3 

'?'?  = 763-  = — 

et  on  en  conclut  que 


desorte  que  nous  avons 

JC  _ PP  + » _ 4»  y qq  + 1 _ i85 

2~pp— i~  9’z“  qq—i~~iby 
puis  donc  que 

412  l85z 

*=-T  ' ^=-753^ 

faisons ^ à l’effet  d’obtenir  des  nombres  entiers, 

a=:  i53, 

et  nous  aurons  - 

X = — 697  , J»  = r85.  •“ 

Donc  enfin  les  trois  nombres  carrés  cherchés  sont 

o:x  = 4858oq,  et,  en  effet,  xx  — vj'  = 45i584  = (672)* 
yy  — 34225,  yy  — zz=  io8i6=:(io4)* 

az  = 23409 , XX  — za  = 46  2400  r=  ( 680  )*. 

, 11  est  évident  de  plus  que  ces  carrés  sont  beaucoup  plus  pe- 
tits que  ceux  que  nous  eussions  trouvés,  en  carrant  les  trois 
nombres  x,_y  etz  de  la  solution  précédente. 

237.  On  nous  objectera  sans  doute  ici  que  cette  solution  n’a 
été  trouvée  que  par  un  simple  tâtonnement,  puisque  nous 
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avons  fait  usage  de  la  table  de  l’art.  u35.  Mais  nous  répondrons 
que  nous  ne  nous  sommes  servis  de  ce  moyen , qu’alin  de  par- 
venir aux  plus  petits  nombres  possibles  ; car  si  on  voulait  ne  pas 
avoir  égard  à la  brièveté,  il  serait  facile,  moyennant  les  règles 
données  ci-dessus,  de  trouver  une  infinité  de  solutions.  £a 
effet,  ayant  trouvé 

X PP  + 1 y qq  + i 

Z PP  — i’  Z qq  — i’ 

nous  avons  réduit  la  question  à celle  de  transformer  en  carré  le 
produit  ( ppqq  — donc  nous  faisons 


2 = m,  d’où  q = mp, 

notre  formule  deviendra  ( mmp^  — i ) ( mm  — i ) , ce  qui  est 
évidemment  un  carré , quand  p = i ; mais  de  plus  nous  allons 
voir  que  cette  valeur  nous  en  fera  connaître  d’autres , si  nous 
écrivons  p — i + S]  nous  avons,  en  conséquence  de  cette 
supposition,  à transformer  la  formule 

( mm  — 1 ) . ( mm  — i + 4mms  -f-  Gmmss  -f-  4mms^  -f-  mms^  ) î 
elle  ne  sera  pas  moins  un  carré , si  on  la  divise  par  ( mm  — i )’  ; 
cette  division  nous  donne 


I + 


4mms 
mm  — 1 


+ 


$mmss 
mm — 1 


+ 


4mms^ 
mm  — 1 


4- 


mrns* 
mm  — 1 ’ 


• V / ï*  • 77X17% 

et  SI,  pour  abréger,  nous  taisons =.  a, 

^ ® mm  — 1 

réduire  en  carré  la  formule  i 4^  + &ass  + ~h  as^. 

Que  la  racine  en  soit  i -|-  + gss , dont  le  carré  est  i + ofs 

+ 2g«  + gg^^)  qu’on  détermine^  et  g de 

manière  que  les  trois  premiers  termes  s’ évanouissent , savoir 

en  faisant 


nous  aurons  a 


4a=af  ou  f=aa,  Ça::=2g+ff oug 


3a— aaa. 
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les  deux  derniers  termes  fourniront  l’équatioa 


d’où  résulte 


4a  + as  = afg  + ggs 
4a  — zfg 4^  — maa  -f-  8a* 


gg  — a 4^*  — ^ * 2a*  + goa  — a 

4 — i3a  + 8aa  4(20  — i) 


4<i*  — 1 zaa  + ga  — i 4®®  — 8a  + i * 

si  on  divise  la  fraction  précédente  par  a — i . Cette  valeur  est 
déjà  suflisante  pour  nous  donner  une  inimité  de  solutions  ^ 

parceque  le  nombre  m , dans  l’égalité  a = ■-  ; 

peut  se  prendre  à volonté  : c’est  ce  qu’il  est  à propos  d’éclaircir 
par  quelques  exemples. 

1*.  Soit  m = a , on  aura  a = 3 ; ainsi 


s — A.  — — — — 
* — 4-  _23  — 


donc 

Enbn 


^ 

P — as  > 


4i!) 


„ — Zi- 

H — — »3> 


a*.  Soit  m = l,  on  aura 

a=|  , s = 4 

parconséquent 

n = — 


Z 


5 

— ï ] 

a5 


<6*  • 

Tl  J 


ZAl* 
aa  * 


X V 

on  a tout  ce  qu’il  faut  pour  déterminer  les  fractions  — et 
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Il  est  un  cas  particulier  qui  mérite  que  nous  y fassions  at- 
tention ; c’est  celui  où  a est  un  carré , et  il  a lieu , par  exemple, 
quand  m = I *,  puisqu’alors  a — Si  nous  faisons  encore  ici , 
pour  abréger, 

a=zbb, 

ensuite  que  notre  formule  soit  i + /fibs  + &bbss  -f-  ^bbp  + bbs^, 
nous  pourrons  la  comparer  avec  le  carré  de  i -f-  ^bbs  -f  bss, 
c’est-à-dire  avec  i -+■  J^bbs  + abss  -f-  + bbs^  ; 

et  effaçant  de  part  et  d'autre  les  deux  premiers  termes  et  le 
dernier,  et  divisant  les  autres  par  si,  nous  aurons 

Qbb  -f-  ^bbs  = fii  -l"  4^^  “f"  4^’-^  > 

d’où  résulte 

— ab  — /^b^ 5b  — i — ai* 

— /^bb  ubb  — ai  * 

ou  bien  cette  fraction  étant  divisible  encore  par  i — i , nous 
aurons  enEn 


1 — ai  — aii  i — nii 


Remarquons  que  nous  aurions  aussi  pu  adopter  i + ahs  -j-  bss 
pour  la  racine  de  notre  formule  ; le  carré  du  trinôme  étant 
1 /^bs  -f-  abss  -f-  4ÜW  + 4^bs^  -f-  bbs^ , nous  aurions  effacé 
le  premier  et  les  deux  derniers  termes  ; et  divisant  les  autres 
par  s,  nous  serions  parvenus  à l’équation 

4Ü  ”1“  Gbbs  4i  aii  -f-  /\bbs* 

Mais  comme 

ii  = |^  , i=:A, 

cette  équation  nous  aurait  donné 

s = — a , P = — 1 ; 

parconséquent 

PP  — 1 = 0, 

4 


J 
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et  nous  ne  pourrions  tirer  de  là  aucune  concluûon , puisque  9 

devient  =0. 

Pour  revenir  donc  à la  solution  précédente , qui  a donné 


comme 


1 — abb 


elle  nous  indique  que  si  m = | , on  a 


i P = . q = mp 


«» . 
l»  » 


parconséquent 


fl38.  Dix-septième  question.  On  cherche  trois  nombres  car-» 
rés , tels  que  la  somme  de  chaque  couple  soit  un  carré. 
Puisque  ce  sont  les  trois  formules  xx  xx-^-zz  et 

yy  zz,  qu’il  s’agit  de  transformer,  divisons-les  par  zz,  afin 
‘4’avoir  ces  trois  autres  : 


„ XX  , yy  , ^ XX  , , 

t“. Ir  = un  carre , a®. k 1 = un  carre , 

zz  zz  zz  ^ 

3*.  — -4-  1 = un  carré. 
zz  ' - 

On  satisfait  aux  deux  dernières , en  faisant 


±~EEJILL  « y—SSJIZl 

Z ap  Z 39 


(PP— O* 
4pp 


et  la  première  formule  se  change  en  celle-ci, 

■4-  carré,  si  on  la  multiplie 

par  4ppqq>  c’est-à-dire  qu'il  faut  que 

qq  (pp  — 1 )’  + PP  ( — 0‘  = un  carré  ; 
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»r  c’est  ce  qui  ne  peut  guère  s’obtenir  , à moins  qu’on  ne  con- 
naisse d’ailleurs  un  cas  où  cette  formule  devient  un  carré  •,  et 
comme  il  est  dillicile  de  le  deviner , il  faudra  avoir  recours 
à d'autres  artifices  dont  nous  allons  rapporter  quelques-, , 
uns. 

1*.  Comme  la  formule  en  question  peut  s’exprimer  ainsi, 

W(P+  0*(P— 0*+PP(<7+  1)“  = ““  carré; 

qu’on  fasse  ensorte  qu’elle  soit  divisible  par  le  carré  (p  + i )*J 
on  l'obtient  en  faisant 


^lors 


q — i=p-f-i,  ou  q=p  + a-, 

q -f-  1 = P + 3, 


et  la  formule  devient 


(P  + a)‘(p*fO‘(p— 0*+PP(P  + 3)'*  (p4-0*=«ncarré; 

de  sorte  qu’en  divisant  par  ( p -f- 1 )* , on  a (p  -f-  a)“  (p  — i)* 
-f- PP  (p  3 )* , ce  qui  doit  être  un  carré  , et  à quoi  on  peut 

donner  la  forme  ap*  -f-  8p*  -f-  6pp  — 4P  + 4*  O*"  dernier 
terme  étant  ici  un  carré  , supposons  que  la  racine  de  la  formule 
soit  a + /p  -f-  gpp  ou  gpp  fp  a,  dont  le  carré  est ggp* 
-f-  zfgf  -j-  4 gpp  •i'JfPP  + 4fp-^  4>  chasserons  les 

trois  derniers  termes , en  faisant 

— 4 = 4f>  d’où  f=  — 1 > 

et 

6 = 4g  + > , d’où  g = f ; 

les  premiers  termes  étant  divisés  par  p^ , donneront  ensuite 
ap-j-8=ggp  + afg  = ^p  — § ; 
nous  trouvons  par  là 

p=— a4,q  = — aa; 
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7 = ^^=-^'à’oùx  = ^^x, 


et 


1 — g*?" 


Z s,q 
Faisons  maintenant 

BOUS  aurons 


W.d'oùjyrr 


Z = i6 . 3 . Il , 


— 4ilz. 

44  *• 


X = 675 .11,  J'  = 483 . la , 

et  parconséquent  les  racines  des  trois  carrés  que  nous  cher-' 
chons,  seront  : 


X ■=  G3a5  =11  . a3  . a5 ; ^ = 6796  = la  . ai  . aS; 

Z = 5a8  = 3. 11  . i6; 

car  il  en  résulte  : 

XX  +_xy  = a3*  (375*  -f-  aSa*)  = a3*.373*. 
o:x  + zz  = 1 1* (675* -f-  48*)  = ii*-577*. 

_j;y  + zz=  ia*(483“+  44’*)  = 1 a*.  485*. 

a®.  On  peut  obtenir  encore  d’une  infinité  de  manières,  que  - 
notre  formule  soit  divisible  par  un  carré  -,  qu’on  suppose , par 
exemple , 

(q4- i)*=4(p-f  i)*.  ou  q -f  1 =:a(p  + 1), 
e’est-à-dire 

q = ap  + 1 ,ou  q — 1 = ap, 
la  formule  deviendra 


(ap -f  1 ) *(p  + 1)»  (p— . 1 y+pp . 4 . (p  -1- 1 )*(4pp)  = un  carré. 
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«e  qu'on  peut  diviser  par  (p  + i )“>  moyennant  quoi  l’on  a 
(ap  + 1 )'‘(p  — 1 )*  + iGp^  = un  carré, 
ou  aop^  — — 4p’  — 2pp  “f"  2p  + * = un  carré  ; 

formule  de  laquelle  on  ne  peut  tirer  aucun  parti. 

3®.  Faisons  donc  plutôt 

(q  — i)*  = 4(p4-i)®,  ou  q— i = a(p+0* 
nous  aurons 

q = ap  + 3,  ou  q + 1 =3p-f  4 = a (p  + a), 

et  nous  obtiendrons,  après  avoir  divisé  notre  formule  par  (p+i  V. 
cette  autre  formule  :(ap  + 3)*(p  — i)*-f-i6pp(p  + 3)* 
ou  9 — 6p  + 53pp  + 68p’  -f-  aop^  ; que  la  racine  en  soit  3 — p 
+ gpp , dont  le  carré  est  g — 6p  + Sg’pp  +pp  — ~h  gSP*‘ 
les  deux  premiers  termes  s’évanouissent,  et  nous  chassons  le 
troisième  en  faisant 

53  = 6g  + i,  ou  g = 

ainsi  les  autres  termes  se  divisent  par  p et  donnent 
aop+6S=ggp  — 2g,  ou 

donc 

r>  — ü.  n '*9 

P — TT»  Ç -TT> 

au  moyen  de  quoi  nous  obtenons  une  nouvelle  solution. 

4°-  Si  l’on  veut  faire 

q—  1 (p—  O, 

on  a 

q = |p  — J,  ou  q + i=|p  + f = JCap+0; 
et  la  formule  après  avoir  été  divisée  par  (p  — i )®,  devient 

+ 0‘  + ^pp(2p  + 0“;  . . 
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multipliant  par  8i , on  a ' ^ 

9 (4p  — I )*  (p  + O*  + ^4pp  (sp  + 1 )• 

= 4oop^  4-  472fP  + y5pp  —54p  + g, 

où  le  premier  et  le  dernier  terme  sont  l’un  et  l’autre  des  carrés,' 
Qu’on  suppose  donc  la  racine  = aopp  -gp-f-3,  dont  le  carré 
est  4oop*  — 36op^  + laopp  + 8i  pp  — 54p  -f-  g,  on  aura 

47sp  -f-  73  = — 36op  -f-  201  ; 

donc 


On  aurait  aussi  pu  prendre  pour  racine  aopp  + gp  — 3,  ce 
qui  est  celle  de  4oop*  + 36op^  -r-  laopp  -f-  8ipp  — 54p  + g ; 
mais  en  comparant  ce  carré  avec  notre  formule,  on  aurait 
trouvé 

472p  + 73  = 36op  — 3g , d’où  p = — 1 , 


valeur  qui  ne  peut  nous  servir. 

5*.  On  peut  faire  aussi  que  notre  formule  soit  même  divisible 
par  les  deux  carrés  (p  -|-  1 )»  et  (p  — 1 )*  en  même  temps. 
Qu’on  fasse  pour  cet  effet 


ç=PL±l , d’où  g + i=P.‘.r^-P  ^ t-l  ==  C? + 

V p + t p-i-t 


p + 


p+l 


et 


pt  — p — t + »^(p  — l)(t— 1) 
P 4 1 P 4 * * 


la  formule  se  divisera  par  (p  4 1 (p  — 1 )*>  et  se  réduira 

' O* 


(p40“ 


- — — - — ^7 , si  on  multiplie  par 

\.r  I - y CP  “i  ^ ' 

(p  4 t)"*,  il  faudra  , comme  auparavant,  que  la  formule  puisse 
devenir  un  carré,  et  on  aura  (pt4  i )“  (p40“  +PP(*  + 1)* 

( t — 1 )»,  ou  «pf  4 2«  + O p’  + 2ftpp  4 («  4 1 y PP 

(tt  — i)‘pp  4 af  (.tt  4 1 )P  + le  premier  et  le  der-. 
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nier  termes  sont  des  carrés.  Qu’on  prenne  donc  pom'  raciné 
tpp  + («  + 1 ) P — t,  ce  qui  est  celle  du  carré  ttp^  -f* 

(M  + 1 )fP  — attpp  + («  + i)*pp  — at  («  + t )p+tt, 
on  aura,  en  comparant, 


on 

ou 


attp  -f-  ( + 1 )*p  + ( W — t )*p  + ( tf  4-  1 ) 

s:  — attp  -}-(«+  1 )*p  ““  2t  ( « 4-  1 ) , 

4ttp  4-  (t£  — 1 )*p  4-  4t  («  4-  1 ) = O, 

(tt  4"  t )*p  4-  4^  4- 1 ) = o> 


c’est-à-dire , 


de  là  résulte 
d’où 

p£  4-  1 = 

en&n  aussi 


tt  4“  t 


P~ 


— 4t  . 

££  4-  1 ’ 


' — 4“  1 

«4-1  ’ 


P + < 


•*— 3£t  4-  1 
£3  — 3t  ’ 

et  la  lettre  £ est  arbitraire. 

Soit,  par  exemple,  £ = a,  on  aura 


£»  — 3£ 

«4-1  ’ 


J 


ainsi 


£ = + r = ?i^  = 

a ap  Z ■ aq 


ou 

Si  de  plut 
on  a 


a = 4.4.5.u, 

a?=s3.i3.u  , ^=4.5.g.i3. 


121. 

44  > 


Digitized  by  Google 


a§4  Ê L É M E N 3 

et  les  racines  des  trois  carrés  cherchés  sont 

it=3. Il . • i3=a34o , z=4.4-5. 

On  voit  qu’elles  sont  encore  plus  petites  que  celles  que  nous 
avons  trouvées  ci-dessus , et  il  en  résulte 

xx-i~yy=  3“.i3*(  lai -j- 3Goo)=  3*.i3*.  6i*, 
xx-f~zz=  ii“.  ( iShi  6400)  = ll‘.8q*, 
yy-j-zz—  20*.  ( i368g -j- ig3S)  = 2o*.i25*. 

6®.  Une  dernière  remarque  que  nous  ferons  au  sujet  de  cette 
question,  c’est  que  chaque  solution  en  fournit  msément  untf 
nouvelle;  car  lorsqu’on  a trouvé  trois  valeurs, 

X=a,y  xzb  , z = c, 

desorte  que 

aa-^bb=Mn  carré,  an -f- cc=  un  carré , &i-f-cc=un  carrée 
les  trois  valeurs  suivantes  satisferont  pareillement , savoir 
X = ab , y=:bc , z = ac. 

n faut  que 

xx-\-yy=  aabb  + bbcc=  bb(^aa  + cc)=un  carré^ 

XX  -f-  zz  = aabb  + aacc=:aa(_bb  -f-  cc)z=un  carré, 
yy  -}-  zz=  aacc  -f-  bbcc  = ce  (<ia  + ii)  = un  carré. 

Or , comme  nous  venons  de  trouver 

æ=a=3.ii.i3,  j'=i=4.5<9. i3  et  *=c=4-4-5. t» / 
nous  avons  d’après  la  nouvelle  solution, 

x = ai  = 3. 4.5.9.11.13.13, 

J- 3=  ic  = 4.4-4-5-5.9.11  .i3, 

Z = ac  = 3 ;4  • 4-  5 • 1 1 . n • i3. 

Et  toutes  ces  trois  valeurs  étant  divisibles  par  3.4*5<ii . i3,se 
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réduisent  aux  suivantes , 


x = 3.i5,  yz=3. 4.4.5  , 2 = 4,11; 

ou 

x=  117,  j;  =240  , 2 = 44, 

qui  sont  encore  moindres  que  celles  qu’a  données  la  solution 
précédente , et  il  en  résulte 

XX  -^yyT=  71289  = 267*, 

XX  -f~  zz—  iSGiS  = 125*, 

_y_y  + 22  = 5953s  = 244"- 

23g.  Dix-huitième  question.  ^Qn.  cherche  deux  nombres  x 
et_y,  tels  que  l’un  ajouté  au  carré  de  l’autre,  produise  ux 
carré  ; c’est-à-dire  que  xx  y etyy-f-x  soient  des  carrés. 

Si  on  voulait  commencer  par  supposer 

XX  4-y  = pp, 

et  en  déduire 

y = PP  — XX, 

•n  aurait  pour  l’autre  formule 

p4  — appxx  -f-  X = un  carré , 
et  il  serait  dilHcile  de  la  résoudre. 

Qu’on  suppose  donc  en  même  temps  l’une  des  deux  formules 

XX  4-  ^ z=  (p  — x)*  = PP  2pX  -f-  XX, 

et  l’autre 

yy  + x=z{q—yy  = qq  — aqy 

on  obtiendra  par  là  les  deux  équations  suivantes, 

IV  y apx  = pp,  2».  x-\-<iqy  = qq , 

desquelles  on  tire  aisément 


x 


_nqpp—qq 

^q—l 


3pqq  — pp 

y-  4pq-,  » 
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oùpetq  sont  indéterminés.  Qu’un  suppose  donc , par  exemfde/ 
p = a,  q=3, 

on  aura  les  deux  nombres  cherchés 


et 


— > 5 :i  » 

^ — ÏJ  > y — î7> 

moyennant  quoi 

XX  + J- = iff + M = ffi = , 

^y  + :c  = ^ + t!  = = CH  )*• 

Si  on  faisait 

p = i‘,  q=3, 

on  aurait 

x = — y=>\7> 

solution  qu’on  pourrait  ne  pas  admettre,  parceque  l’un  det 
nombres  cherchés  se  trouve  négatif 
Mais  soit 


nous  aurons 
d’où  nous  dérivons 


1 . q = î. 


X ao  ) y loi 


i'x  4-  V — -5-  4.  4-  — 02  ; 

**’■*'  ~ J 4.00  lü  ~~40o  "~Vaoy  t 

et 

yy  + ^ = -^-i-rs  — -cés  = 

a^o.  Dix-neuvième  question.  Trouver  deux  nombres  dont 
la  somme  soit  un  carré,  et  dont  les  carrés  ajoutés  ensemble 
produisent  un  bi-carré. 

Nommons  ces  nombres  x et^;  etpui.sque  xx  -\-yy  doit  de- 
venir un  bi-carré,  commençons  par  en  faire  un  carré,  en  sup- 
posant 

x=zpp—qq,  y = apq, 

au  moyen  de  quoi 

XX  = (.PP  + qq)\ 
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Or,  pour  (^e  ce  carré  devienne  un  bi-carré,-  il  faut  qufe 
PP  -f-  qq  soit  un  carré  ; continuons  donc  en  faisant 


p—rr  — SS  , q = ars, 

aCn  que 

PP  + qg — irr  + ssY; 


et  présenteoient  nous  avons 

XX  -f-  yy  = (rr-f-  ss)*, 

\ 

ce  qui  est  un  bi-carré.  Or,  suivant  ces  supposition^,  nou< 
avons 

X — — 6rrss  -f-  x*  , y — 4^s  — 

il  nous  reste  parconséquent  à transformer  en  un  carré  Ik 
formule 

X -f-y  = r*  -f-  4r^s  — Grrss  — 4’'^^  + 

Imaginons  que  sa  racine  soit  rr  ars  -l-  ss,  ou  la  formule 
égale  au  carré  4r’s  -f-  (Jrrrs  -f-  4^^  i nous  pourrons 
effacer  de  part  et  d'autre  les  deux  premiers  et  le  dernier  terme , 
et  diviser  les  autres  par  rss  -,  ainsi  nous  aurons 

6r-f-4i  = “6r — ^^4^,  ou  isîr4-8j=o? 

desorte  <}ue 


PTous  pourrions  aussi  supposer  la  racine  =zrr  — ars  -f-  « , en 
égalant  la  formule  an  carré  r*  — 4^^s  -f-  Grrss  — -J-  s*  ; 

de  cette  ûianière  le  premier  et  les  deux  derniers  termes  se  dé^ 
truisant  des  deux  côtés  j nous  aurions,-  en  divisant  par  rrs,  le* 
autres  termes , 

4r  — 6s  = -— 4'‘  + 6j,  ou  8r=iS5; 
parconséquent 

i>— : 2c.. 

a.  K ’ 
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ainsi  dans  cette  seconds  supposition , si 

r—Z,  s = a, 

nous  trouverions 

x = — n9, 

ou  une  valeur  négative. 

Mais  faisons  à présent 

-f  t, 

nous  aurons  pour  notre  formule 

iT  = |«  -|-  3rf  -j-  + | sit  4*  t*. 

Donc 


r*  = + ^sstt  + 6si^  4-  t* 

4-  4r^  s = 4-  4-  i8w/t  4-  4*^* 

— Grrss  = — ~s^  — i8s^t  — Ssstt 

— /irs^  = — 4^t 

4-  = 4- 

donc  la  formule  = -^4  4*  4"  -f-  • 

Cette  formule  doit  aussi  être  un  carré , si  on  la  multiplie 
par  i6,  moyennant  quoi  elle  devient  s'*  4"  4" 

4-  iSost’  4-  Egalons-la  an  carré  de  ss  4-  i48i<  — 4^^> 
c’est-à-dire  às‘*  -f-  2g6f^£  4"  3 1 8g6«tt — ii84s£^  4*  iGt*;  nous 
voyons  les  deux  premiers  tenues  et  le  dernier  se  détruire  des 
deux  côtés,  et  nous  parvenons  par  là  à l’équation 

21896^ — ii84£  = 4°8f4-  i6o£, 

qui  fournit 

■*  J?l£_ -JU.. 

J «tiiS  — ■ 53  7»  i JXt* 
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Nous  aurons 
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« = 84,  f=i343, 

üt  parconséquent  /.  ) 

a:  = H — 6rrss  + s4  = 4565486027781  ; 
= 4r^s  —4rs^z=  io6i652ag352o. 
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CHAPITRE  XV. 


Solutions  de  quelques  questions  où  Von  demande 
des  cubes. 


a^i-  -L'  OVS  avons  traité  dans  le  chapitre  précédent  quelques 

questions  où  il  s’agissait  de  faire  ensorte  que  certaines  for- 
mules devinssent  des  carrés , et  elles  nous  ont  donné  occasion 
de  développer  dilFérens  artiEces  que  demande  l’application  des 
règles  que  nous  avions  données  plus  haut.  Il  nous  reste 
à présent  à considérer  des  questions  qui  roulent  sur  la 
transformation  de  certaines  formules  en  cubes  ; les  solutions 
qui  vont  suivre  répandront  du  jour  sur  les  règles  que  nous 
avons  aussi  indiquées  plus  haut  pour  les  transformations  de 
cette  espèce. 


Question  première.  On  demande  que  la  somme  de  deux 
cubes , et_y^ , soit  un  cube. 

Puisque  aP  -f-  doit  être  un  cube , il  faut  qu’en  divisant 
cette  formule  par  le  cube  y* , le  quotient  soit  pareillement  un 
cube,  ou  que 

^+i  = C. 

y 

Soit  donc 


nous  aurons 


X 

— = c — 1 , 

y 

X?  ■—  Zzz  -f-3z  — C. 


Si  nous  voulions  maintenant,  en  suivant  les  règles  données  plu» 
haut  J supposer  ici  la  racine  cubique  = s — u , et  en  compa- 
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Tant  la  fonnule  avec  le  cube  — 3usz  + Zuuz  — u’ , déter- 
miner u^de  façon  que  le  isëcond  terme  aussi  s’évanouît,  nous 
aurions 

U = 1 


et  les  autres  termes  formant  l’équation 

3*  = 3uuis  — U*  = 3a  — 1 ; 

nous  trouverions 

£ = 00  , 

d’où  nous  ne  pourrions  rien  conclure.  Laissons  donc  plutôt  u 
indéterminé , et  tirons  s de  l’équation  carrée 


ou 

ou 


— 3££  + 3£  = — 3uz£  + 3uuz  — U*, 
3u2£  — 3zz  = 3uu£  — 3s  — V? , 


5(u  — i)ss  = 3(um  — i)s  — U*, 
ou 

nous  trouverons 


__  M + 1 j ^ uu  + 2tt  1 

a ~y^  4 3(w  — i) 

eu 

B + 1 I -f-  3r/u  — 3u  — 3 ^ 

a l»'  i2(u — i)  ’ 


la  question  se  réduit  parconséquent  à transformer  en  carré  la 
fraction  qui  est  sous  ce  signe  radical.  Multiplions  d’abord  pour 
cet  effet  les  deux  termes  par  3 ( u — i ) , afin  que  le  dénomi- 
nateur devenant  un  carré , savoir  36  ( u — i )* , nous  n’ayons  à 
traiter  que  le  numérateur  — 3u‘*  -f-  lau*  — i8uu  -f-  g.  Comme 
le  dernier  terme  est  un  carré , nous  supposerons  la  formule  , 
conformément  à la  règle , égale  au  carré  de  guu  -\-fu,  -f-  3 , 
c’wt-à-dire  à ggu^  ^gu^  + 6guu  -f-  6/ù  + 9 , nous  ferons 

3 ■ 
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J 

disparaître  les  trois  derniers  termes , en  faisant 

0 = 6/,  ou  /=o, 
et  i 

6^§^=-.i8,  oa  g = — 5; 

ctl’é(juation  qui  reste,  savoir 

~3u  + ia=ggu  + afgu=çfu, 

donnera  u = i . Mais  cette  valeur  ne  nous  apprend  encore 
rien  ; ainsi  nous  continuerons  en  écrivant 

U = 1 -f-  t; 

or  notre  formule  devenant,  dans  ce  cas — 12(  — 3f*,ce  qui  ne 
peut  être  un  carré  , à moins  que  t ne  soit  négatif,  faisons  aus- 
sitôt t=  — S)  nous  avons  par  ce  moyen  la  formule  i as  — 3s^ 
qui  devient  un  carré  dans  le  cas  de  s = i . Mais  nous  voici  ar- 
rêtés de  nouveau  ; car  dans  l’hypothèse  s=i,  onaf  = — let 
U = O,  d’où  l’on  ne  peut  conclure  autre  chose,  si  ce  n’est  que 
de  quelque  manière  qu’on  s’y  prenne , on  ne  trouvera  jamais 
une  valeur  qui  fasse  parv'enir  au  but  qu’on  se  propose  ; et  l’on 
peut  en  inférer  _déjà  avec  assez  de  confiance , qu’il  est  impos- 
sible de  trouver  deux  cubes  dont  la  somme  soit  un  cube  ; on 
s’en  convaincra  entièrement  par  la  démonstration  suivante. 

243.  Théorème.  Il  n’est  pas  possible  de  trouver  deux  cubes 
dont  la  somme  ou  bien  la  différence  soit  un  cube. 

Nous  commencerons  par  faire  observer  que  si  l’impossibilité 
dont  nous  parlons  a lieu  pour  la  somme , elle  a lieu  aussi  pour 
la  différence  de  deux  cubes.  En  effet,  s’il  est  impossible  que 

■ - 

il  est  impossible  aussi  que 

J ) 

pr  — r y'^  est  la  différence  de  deux  cubes  ; donc , etc.  Cela 
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posé , il  suffira  de  démontrer  l’impossibilité  en  question  , soit 
de  la  somme  seulement , soit  de  la  différence  ; or  voici  la  suite 
des  raisonnemens  que  cette  démonstration  exige. 

1°.  On  peut  regarder  les  nombres  x et  y comme  premiers 
entre  eux  ; car  s’ils  avaient  un  commun  diviseur , les  cubes 
seraient  aussi  divisibles  par  le  cube  de  ce  diviseur.  Par  exemple, 
faisons 

X = aa  , y~aô, 

on  aurait 

~hy^  = + 86*  ; 

or  si  cette  formule  est  un  cube , a*  + ““  aussi. 

2°.  Puis  donc  que  x et_y  n’ont  point  de  facteur  commun , 
ces  deux  nombres  sont  ou  impairs  tous  les  deux , ou  bien  l’un 
est  pair  et  l’autre  est  impair.  Dans  le  premier  cas , il  faudrait 
que  Z fût  pair , et  dans  l’autre  ce  nombre  serait  impair.  Par- 
conséquent  de  ces  trois  nombres  x,  et  z,  il  y en  a toujours 
un  qui  est  pair  et  deux  qui  sont  impairs  ; et  il  nous  suffira 
donc , pour  notre  démonstration , de  considérer  le  cas  où  x et  y» 
sont  tous  deux  impairs  , parcequ’il  est  indifférent  de  prouver 
l’impossibilité  dont  il  s’agit  pour  la  somme  ou  pour  la  diffé- 
rence , et  qu’il  arrive  seulement  que  la  somme  devient  la  dif- 
férence , lorsqu’une  des  racines  est  négative. 

3°.  Si  donc  x et  y sont  impairs , il  est  clair  que  tant  leur 
somme  que  Içur  différence  sera  un  nombre  pair.  Soit  donc 


x-f-y  X — y 

nous  aurons 

x = p + q , y = p-—q-, 

L . 

d’où  il  suit  que  l’un  des  deux  nombres  p et  q doit  être  pair  et 
que  l’autre  doit  être  impair.  Or  nous  avons 


X*  -f-^*  = 2p*  -f-  Gpqq  = zp  {pp  -f-  Zqq  ) , 
desorte  qu’il  s’agit  de  prouver  que  ce  produit  zp  {pp  -\-Zqq') 
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peut  devenir  un  cube  ; et  si  la  démonstration  devait  se  rap-r 
porter  à la  différence , on  aurait 

x^—f  — ^ppq  + zq'^z=2q  iqq+dpp)^ 


formule  tout-à-fait  la  même  que  la  précédente,  si  on  met 
P et  <7  à la  place  l’un  de  l’autre.  Parconséquent  il  suffit,  pour 
notre  question  , de  démontrer  l'impossibilité  de  la  formule 
ap  ( PP  + ) , puisqu’il  s’ensuivra  nécessairement  que  ni  la 

pomme  ni  la  différence  de  deux  cubes , ne  peut  devenir  un 
cube. 


4°.  Si  donc  ap  (pp  + 3qq)  était  un  aibe , ce  cube  serait 
pair , et  parconséquent  divisible  par  8 ; donc  il  faudrait  que  la 
huitième  partie  de  notre  formule,  ou  j p (pp  + S^ç)»  fût  un 
nombre  entier  et  outre  cela  un  cube.  Or  nous  savons  que  l’un 
des  nombres  p et  q est  pair , et  l’autre  impair  ; ainsi  pp  + Zqq 
doit  Être  un  nombre  impair  , et  comme  il  n’e.st  point  divisible 


par  4 > il  faut  que  p le  soit,  pu  que  ^ soit  un  nombre  entier. 


Mais  afin  que  le  produit  ^ (pp  + Zqq  ) soit  un  cube , il 


faut  que  chacun  de  ces  facteurs,  s’ils  n’ont  point  de  diviseur 
commun  , soit  un  cubé  séparément  j car  si  un  produit  de  deux 
facteurs  qui  sont  premiers  entre  eux , doit  être  un  cube,  il  faut 
néce.s.sairement  que  chacun  soit  de  soi-même  un  cube;  le  cas 
est  différent  et  demande  une  considération  particulière,  si  ces 
facteurs  ont  un  diviseur  commun.  Ainsi  la  question  est  ici  de 
savoir  si  les  deux  facteurs  p et  pp  -f-  Zqq  ne  pourraient  pas 
avoir  un  diviseur  comniun  ? Eour  y répondre  , il  faut  consi- 
dérer que  si  ces  facteurs  ont  un  diviseur  commun , les  nombres 
pp  et  pp  5qq  auront  le  même  diviseur  ; qu’au.ssi  la  diffé- 
rence de  ces  nombres,  qui  est  , aura  le  même  diviseur 
«ominiin  avec  pp  , et  que  , puisque  p et  q sont  premiers  entre 
pux,  ces  nombres  pp  et  5qq  ne  peuvent  avoir  d’autre  commun 
^viçeur  que  3,  ce  qui  a lieu  quand  p est  diyisible  par  3. 
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Ç°.  Nous  avons  parconséquent  deux  cas  à examiner  : l'un 
est  celui  où  les  facteurs  p et  pp  + 3qq  n’ont  point  de  commun 
diviseur,  ce  qui  arrive  toujours , lorsque  p n’est  pas  divisible 
par  3;  l’autre  cas  est  celui  où  ces  facteurs  ont  un  diviseur 
commun , et  il  a lieu  quand  p peut  se  diviser  par  3 ; parce- 
qu’alors  les  deux  nombres  sont  divisibles  par  3.  Nous  avons 
besoin  de  distinguer  soigneusement  ces  deux  cas  l’un  de  l’autre, 
parcequ’ils  exigent  chacun  une  démonstration  particulière. 

7®.  Premier  cas.  Que  p ne  soit  pas  divisible  par  3 , et  que 


parconséquent  nos  deux  facteurs  ^ etpp-\-5qq  soient  premiers 


entre  eux,  desorte  que  chacun  en  particulier  doive  être  un  cube. 
Pour  faire  d’abord  que  pp-\-3qq  devienne  un  cube,  il  nj  a, 
comme  nous  l’avons  vu  plus  haut , qii’à  supposer 


et 


p + q V/“  3 = ( t 4- u v/— 3)* 


p — q\/—'5  = (,t  — uŸ—5y, 


jce  qui  donne 


, PP  4r  3qq  = (tt -f- 3u«)*  = un  cube. 

Or  par  là 


p—  — Qtuu=z  t (tt — guu) , q=3«u-r-3u^  = 3u  («— uu). 

Puis  donc  que  q est  un  nombre  impair , il  faut  que  u aussi  soit 
impair,  et  parconséquent  que  t soit  pair,  parceque  sans  cela 
tt  — uu  serait  pair. 

8°.  Maintenant  que  nous  avons  transformé pp-\-Zqq  en  cube, 
et  que  pous  avons  trouvé 


p~t  («  — 9un)=f  ({-f-3u)  (t  — 3u), 

il  s agit  aussi  que  2 ^ et  parconséquent  aussi  que  ap  soit  ua 
pube;  ou,  ce  qui  revient  au  même , que  la  formule  at  {t  4-3u) 
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( f — 3u  ) soit  un  cube.  Or  nous  avons  à observer  ici  que  t est 
un  nombre  pair  et  non  divisible  par  3;  puisqu'autrement  p 
serait  divisible  par  3,  ce  qu’on  a expressément  supposé  n’être 
pas  ; ainsi  les  trois  facteurs , at,  t -f-3u  et  t — 3u , sont  pre- 
miers entre  eux,  et  il  faudrait  que  chacun  d'eux  fût  un  cube 
en  particulier.  Si  donc  nous  faisons 

t + 5u=f'  , t~5u  = g^, 

nous  aurons 

zt=f  + ^. 

Si  donc  2t  est  un  cube , nous  aurons  deux  cubes/®  et  g® , dont 
la  somme  serait  un  cube , et  qui  seraient  évidemment  beau- 
coup plus  p^ts  que  les  cubes  jt®  et_y  * adoptés  au  commence- 
ment; car  comme  nous  avons  d’abord  fait 

x = p + q , y=p  — q, 

et  que  nous  venons  de  déterminer  p et  q par  les  lettres  t 
et  U,  il  faut  nécessairement  que  les  nombres  x et  ^ soient 
beaucoup  plus  grands  que  t et  u.  *'  ' 

9°.  Si  donc  il  existait  dans  de  grands  nombres,  deux  cubes 
tels  que  nous  les  demandons , on  pourrait  aussi  assigner  en  d© 
moindres  nombres  deux  cubes  dont  la  somme  ferait  un  cube , 
et  on  pourrait  parvenir  de  la  même  manière  à des  cubes  tou- 
jours plus  petits.  Or,  comme  il  est  très-certain  qu’il  n’y  a. 
point  de  oes  cubes  dans  les  petits  nombres , il  s’ensuit  qu’il 
n’y  en  a point  non  plus  dans  les  plus  grands.  Cette  conclusion 
se  confirme  par  celle  que  fournit  le  second  cas  et  qui  est  la 
même , comme  on  va  voir. 

io“.  Second  cas.  Supposons  à présent  que  p soit  divisible 
par  3,  et  que  q ne  le  soit  pas , et  faisons  p — 3r,  notre  for- 
3r 

mule  deviendra  -y.  ( grr  -j-  3qq  ) , ou  | r ( 3;r  + qq  ) ; et  ces 

4 

deux  facteurs  sont  premiers  entre  eux,  vu  que  3rr  -i-qq  n’est 
divisible  ni  par  a ni  par  3,  et  que  rdoit  être  pair  aussi  bien- 
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que  P',  c’est  pourquoi  chacun  de  ces  deux  facteurs  doit  être  un  • 
cube  en  particulier. 

11°.  Or  en  transformant  le  second  facteur  3rr-f-qq’ou 
qq  + 3rr,  nous  trouvons  de  la  même  manière  que  ci-dessus 

q = t{^tt — r-gua)  , r~3u(tl  — uu); 


et  il  faut  remarquer  que  puisque  q était  impair , t doit  être  ici 
pareillement  un  nombre  impair,  et  que  u doit  être  pair. 


ia°.  Mais  il  faut  aussi  que  ^ soit  un  cube  ; ou  en  multi- 

4 


pliant  par  le  cube  ^ , que  — ou 

O 


ait  (_tt  — uu')  = au  (t  + u)  (/  — u), 

soit  un  cube  ; et  comme  ces  trois  facteurs  sont  des  nombres 
premiers  entre  eux,  il  faut  que  chacun  par  lui-même  soit  un 
cube.  Supposons  donc 

t + u=p  , t — u = 

• il  s’ensuivra 

au=f  — ^, 

c’est-à-dire  que  si  au  était  un  cube , — g*  serait  un  cube. 

On  aurait  parconséquent  deux  cubes  et  g’  beaucoup  plus 
petits  que  les  premiers,  dont  la  différence  serait  un  cube,  et 
par  là  même  on  connaîtrait  aqssi  deux  cubes  dont  la  somme 
serait  un  cube,  puisqu’on- n’aurait  qu’à  faire/’^  — ^ — pour 
avoir  ~ ^ , ou  un  cube  égal  à la  somme  de  deux 

cubes.  Voilà  donc  la  conclusion  précédente  pleinement  con- 
firmée ; c’est-à-dire  qu’on  ne  peut  assigner  même  par  les  plus 
grands  nombres  deux  cubes  tels  que  leur  somme  ou  leur 
différence  soit  un  cube,  et  cela  par  la  raison  qu’on  ne  ren- 
conti’e  pofut  de  cubes  de  cette  espèce  dans  les  plus  petits 
nombres. 
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a44-  Puj'a  donc  qu’il  e.<;t  impossible  de  trourer  deux  cube» 
dont  la  somme  ou  la  différence  soit  un  cube , notre  première 
question  tombe  d’elle-même  *,  aussi  a-t-on  coutume  plutôt  de 
commencer  dans  cette  matière  par  la  question  de  déterminer 
trois  cubes  dont  la  somme  fasse  un  cube  ; mais  en  supposant 
que  deux  de  ces  cubes  soient  arbitraires,  desorte  qu’il  ne  s’agit 
que  de  trouver  le  troisième  ; ainsi  nous  passerons  immédia- 
tement à Cette  question. 

atfS.  Question  deuxième.  Deux  cubes  et  i*  étant  donnés,’ 
on  demande  un  troisième  cube , tel  que  la  somme  de  çes  trois 
eubes  fasse  un  cube. 

n t’agit  de  transformer  en  cube  la  formule  a*  -fr  -f-  ar*  ; 
cela  ne  peut  se  faire  à moins  qu'on  ne  connaisse  d’avance  un 
cas  satisfaisant  ; mais  un  cas  de  cette  espèce  se  présente  aussitôt, 
c'est  celui  de  x = — qu'on  fasse, donc  x~y—a,  on 
aura 

=y^  Zayy  + Zaay  — cd  ; 


c'est  parconséquent  la  formule^  — Snyj'  •+•  Sony  -f-  i®  qui  doit 
devenir  un  cube  ; or  le  premier  et  le  dernier  terme  étant  ici  des 
cubes,  on  trouve  aussitôt  denx  solutions. 

1°.  La  première  demande  qu’on  fasse  la  racine  de  la  for- 
mule =y  -|-  b , dont  le  cube  est  -f*  "5}yy  Zbby  + 6®  ; on  a 
de  cette  manière 


— Zay  -f-  San  = Zby  -f~  5bb  ; 
et  parconséquent 

aa  — bb  , 

mais  X = — & ; desorte  que  cette  solution  ne  nous  est  d’aucna 
usage. 

a®.  Mais  on  peut  aussi  prendre  pour  racine  b dont  la 
cube  estj^y^  -f-  ^bffyy  -f-  ’^^bfy  6®,  et  déterihiner  f de 
façon  qu’aussi  les  troisièmes  termes  se  détruisent,  savoir  en 
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Zaaz=Zbbf,  o\x  f='^', 
car  alors  on  parvient  à l’équation 

y— 5a  =p  y + 3^=  ^ 4. 
qui,  multipliée  par  i®,  devient 

b^y  — 3oi®  = y + 3<d  i* , 

et  donne' 

3û<i’4-3ai6  3aJ®(n»+6®)  3c6» 

i®  — O®  ~ 6®  — a®  "“i®  — c»’ 

et  parconséquent 

20&®  + ûi®  -1-0® 

è®  — O®  i®  — O®’ 

Ainsi  les  deux  cubes  o®  et  i®  étant  donnés,  nouet  connaissons 
aussi  la  racine  du  troisième  cube  cberché  -,  et  si  nous  voulons 
que  cette  racine  soit  positive , nous  n’avons  qu'à  supposer  le 
cube  i®  plus  grand  que  l’autre  a®  : faisons-en  l’application  à 
quelques  exempks. 

1®.  Soient  1 et  8 les  deux  cubes  donnés,  ensorte  que  o = 1 
et  6 = a ; la  formule  j deviendra  un  cube , si  a;  = ; 

car  on  aura 

a^.  Soient  les  cubes  donnés  8 et  27  , desorte  que  a—» 
•t  & 3 > la  formule  35  -f-  a:®  sera  un  cube  dans  le  cas  de 

3*'.  <^ue  vf  et  S4  soient  les  cubes  donnés  , c’est  - à - dire 
queo  = 3 et  2>=4>1^  formule  g 1 -f-  x’  deviendra  un  cube , 
•ix=^. 

Si  l’on  voulait  déterminer  pour  deux  cubes  donnés  d’au- 
fres  troisièmes  cubes , il  faudrait  poursuivre  en  substituant^ 
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+ * au  lieu  de  x , dans  la  formule  a’  -f-  + **  j 

tr  — O'* 

car  on  parviendrait  par  ce  moyen  à une  formule  semblable  à 
la  précédente , et  qui  fournirait  ensuite  de  nouvelles  valeurs 
de  Z ; mais  on  voit  assez  qu’on  s’engagerait  dans  des  calcdls 
très-prolixes,  » 

a4S.  n se  présente  au  reste  dans  cette  question  un  cas  re- 
marquable, celui  où  les  deux  cubes  donnés  sont  égaux,  où 

a = b : car  dans  ce  cas  on  a x = =00  : c’est-à-dire  qu’on 

O 

n’a  aucune  solution  ; et  voilà  la  raison  pour  laquelle  on  n’a 
pu  encore  résoudre  le  problème  de  transformer  en  cube  la 
formule  za?  + x^.  Soit,  par  exemple,  a = 1 , ou  que  cette 
formule  soit  2 -f-x’,  on  trouvera  que  quelques  formes  qn’ori 
Ini-donne,  ce  sera  toujours  inutilement,  et  qu’on  cherchera 
en  vain  une  valeur  de  x qui  satisfasse.  On  conclut  de  là,  avec 
assez  de  certitude , qu’il  est  impossible  de  trouver  un  cube 
égal  à la  somme  d’un  cube  et  d’un  double  cube , ou  bien  qu8 
l’équation 

20^  + X*  —y^ 

est  impossible,  et  comme  cette  équation  donne 
2a*=^— X®,  • ' 

il  serait  impossible  aussi  de  trouver  deux  cubes  dont  la  diffé* 
rence  fût  égale  au  double  d’un  autre  cube;  cette  conséquence 
s’étend  de  même  à la  somme  de  deux  cubes  ; et  tout  cela  va 
être  porté  jusqu’à  une  évidence  complète  par  la  démonstra- 
tion qui  suit. 

247.  Théorème.  Ni  la  somme  ni  la  différence  de  deux  cube» 
ne  peut  devenir  égale  au  double  d’un  autre  Cube  ; cela  veut 
dire  que  la  formule 

x’  2Z* 

est  toujours  impossible , si  ce  n’est  dans  le  cas  évident^  = x. 
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On  peut  encore  ici  regarder  x et^  comme  premiers  entre 
eux  ; car  si  ces  nombres  avaient  un  diviseur  commun,. il  fau- 
drait que  Z eût  le  même,  diviseur , et  que  toute  l’équation, 
parconséquent , fût  divisible  par  le  cube  de  ce  diviseur.  Cela 
posé , comme  ar*  ±.y^  doit  être  un  nombre  pair , il  faut  que 
les  nombres  x tX y soient  impairs  tous  les  deux,  moyennant 
quoi  tant  leur  somme  que  leur  différence  sera  paire.  Ainsi 
faisons 


nous  aurons 

x=p  + q , y=p-^q, 

et  il  faudra  que  des  deuxnombresp  eXq  l’un  soit  pair  et  l’autre 
impair.  Or  de  là  il  suit 

an3  ^^3  _ 3^3  ^ Çpgg  _ 3^  ( pp  + 3^7  ) , 

et 

X-'  —y^  = 6ppq  + zq"^  =:  zq  (3pp-f  qq), 

c’est-à-dire  deux  formules  tout-à-fait  semblables.  Parconsé- 
quent il  suffira  de  prouver  que  la  formule  zp  (pp  -f-  3qq)  ne 
peut  devenir  le  double  d’un  cube,  ou  que  p (pp  -J-  3qq)  ne 
peut  être  ^ cube.  On  va  voir  comment  nous  nous  y prendrons 
pour  cette  démonstration. 

1°.  Il  se  présente  de  nouveau  deux  cas  différens  à consi- 
dérer : l’un  où  les  deux  facteurs  p et  pp  -f-  3qq  n’ont  point  de 
commun  diviseur,  et  doivent  être  un  cube  chacun  séparément;- 
l’autre  où  ces  facteurs  ont  un  diviseur  commun,  lequel  diviseur 
cependant , comme  nous  avons  vu,  ne  peut  être  autre  que  3. 

a®.  Premier  cas.  En  supposant  donc  que  p ne  soit  pas  divi- 
sible par  3 , et  qu’ainsi  les  deux  facteurs  soient  premiers  entrer 
eux,  nous  réduirons  d’abord  pp  -^-Sqq  en  cube,  en  faisant 

p=t(ft  — 9«u)  , q = 3u(t£  — 9«u); 

moyenuant  cela,  il  faudra  wulemeut  encore  que  p devienne^ 
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un  cube.  Or  t n’étant  pas  divisible  par  3,  pirisgu'autrement  ji 
serait  aussi  divisible  par  5,  les  deux  fadeurs  t et  U — guu  sont 
premiers  entre  eux,  et  parconséquent  il  faut  que  chacun  eii 
particulier  soit  tm  cube. 

3».  Mais  le  dernier  facteur  à son  tour  a deux  facteurs  , 
«avoir  t + 3u  et  t — 5u,  qui  sont  des  nombres  premiers  entre 
eux , d’abord  parceque  t n’est  pas  divisible  par  3 , et  en  second 
‘lieu,  parceque  l’un  des  nombres  t et  u est  pair,  tandis  que 
l’autre  est  impair;  car  si  ces  nombres  étaient  impairs  tous  les 
deux  il  faudrait  que  non-seulement  p , mais  aussi  que  q fût 
impair,  ce  qui  ne  se  peut  ; donc  il  faut  que  chacun  de  ces  demt 
facteurs , t -f-  3u  et  t — 3u  en  particulier  soit  un  cube. 


4®.  Soit  donc 


BOUS  aurons 


t + , t — 5u=^. 


Or  t doit  être  un  cube  que  nous  désignerons  par  h?,  moyennant 
quoi  il  faudrait  que 

parconséquent  nous  aurions  deu<  cubes  beaucoup  Moindres  ; 
savoir/^  et  , dont  la  somme  serait  le  double  d’un  cube. 

5“.  Second  cüs.  Supposons  à présent  p divisible  par  3 , et 
conséqûemtheûf  que  q ne  le  soit  pas. 

Si  nous  faisons  p~^r,  notre  formule  devient 


3r  (.srr  + Zqq')  =gr  (3rr4-9<7)> 


et  ces  facteurs  étant  maintemant  des  nombres  premiers  entre 
eux,  il  faut  que  l’un  et  l’autre  soient  un  cubé. 

6*.  Afin  donc  de  transformer  en  cube  le  Second,  qq  -f-  3rry 
BOUS  ferons 


— guu>,  r = 3u(«f— ww)v 


s 
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et  il  faudra  encore  que  l'un  des  nombres  t et  u soit  impair  et 
l’autre  pair,  vu  qu’autrement  les  deux  nombres  q et  r seraient 
pairs.  Or  nous  obtenons  par  là  le  premier  facteur 

grrr:  27U  ( tt  — uu)  ; 

et  comme  il  doit  Être  un  cube , il  faut  aussi  qu’en  le  divisant 
par  37,  Informulé  u (K  — uu),  ou  n (t  + u)  (t  — u),  soit 
un  cube. 

7°.  Mais  ces  trpis  facteurs  étant  premiers  entre  eux,  il  faut 
qu'ils  soient  tous  eux-mêmes  des  cubes.  Ainsi  supposons  pour 
les  deux  derniers 


t + u=P,  — 

nous  aurons 

au  =f  — ^- 

mais  u devant  être  un  cube , nous  aurions  de  cette  manière , en 
de  bien  plus  petits  nombres,  deux  cubes  dont  la  différence 
serait  égale  au  double  d’un  autre  cube. 

8°.  Puis  donc  qu’on  ne  peut  assigner  en  petits  nombres  des 
cubes  tels  que  leur  somme  ou  leur  différence  soit  un  cube  doublé, 
il  est  clair  qu’il  n’y  a point  de  cubes  de  cette  espèce , même 
parmi  les  plus  grands  nombres. 

9°.  On  objectera  peut-être  que  notre  conclusion  pourrait 
induire  en  erreur , pareequ’il  existe  dans  ces  moindres  nombres 
un  cas  satisfaisant , savoir  celui  def=g.  Mais  on  doit  consi- 
dérer que  lorsque  y=g , on  a dans  le  premier  cas 

f -f-  3a  = f — 3a, 

et  ainsi  u = o ; que  parconséquent  aussi  q = o,  et  que  comme 
nous  avions  supposé 

x = p + q,  y — p — t}, 

il  faudrait  que  les  deux  premiers  cubes  ety'^  eussent  déjà  été 
».  S 
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égaux  l’un  et  l'autre,  lequel  cas^  a été  expressément  excepté. 

De  même,  daim  le  second  cas,  si  f=g,  il  faut  que 

f + U = t U, 

et  pareillement  a = o ; donc  aussi  r = o et  p = o ; donc  les 
deux  premiers  cubes  deviendraient  encore  égaux,  de 

quoi  il  n’est  pas  question  dans  le  problème. 

248.  Question  troisième.  On  demande  en  général  trois  cubes, 
X*,  ^ et  a^,  dont  la  somme  soit  égale  à un  cube. 

Nous  venons  de  voir  qu’on  peut  supposer  deux  de  ces  cubes 
connus , et  qu’on  peut  déterminer  par  là  le  troisième , pourvu 
qu’il  n’y  en  ait  pas  d’égaux  ; mais  la  méthode  précédente  ne 
fournit  dans  chaque  cas  qu’une  seule  valeur  pour  le  troisième 
cube , et  il  serait  difficile  d’en  déduire  de  nouvelles. 

Nous  regarderons  donc  à présent  les  trois  cubes  comme  in- 
connus ; et  afin  de  donner  une  solution  générale , nous  ferons 

X*  -f-  a*  = ; 

nous  transposerons  un  des  premiers  pour  avoir 

v^  — a’, 

et  voici  comment  nous  satisferons  à cette  équation. 
i“.  Soit 

x — p + q,  y—p—q, 

nous  aurons , comme  nous  avons  vu , 

X*  = ap  (pp  +3qq). 

Soit  de  plus 

v = r-j-r,  z = r—s, 

nous  aurons  aussi 

V*  — a’  = 2s  (fj-f-3rr  ; 

donc  U faut  que 

spiPP  + 3<7<7  ) = («  + 3tt), 
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P ( W + 3<7<7  ) = + 3rr). 

2°.  Nous  avons  vu  plus  haut  qu’un  nombre  tel  que  pp-{-Zqq, 
ne  peut  avoir  pour  diviseurs  que  des  nombres  de  la  même 
forme.  Puis  donc  que  ces  deux  formules  pp  + Zqq  et  ss  -f-  3rr, 
doivent  avoir  nécessairement  un  diviseur  commun , soit  ce  divi- 
seur = « -f-  3tiu. 

3“.  Faisons  en  conséquence 

pp-h^qq=(^+^gg')  («•+ 3ziu) 

et 

SS  -f-  Zrr=  ( hh  Zkk  ) (tt-f-  3uu  ) , 
et  nous  aurons 

p=ft-j-3gu,  qz=gt—fu; 

parconséquent 

PP  , qq  = ggtt — afgtu  +jjuu , 

d’où  résulte 

PP  + 3'77  = C#+3gg:)«-f  (^+9gg) 
ou  bien 

PP  + = (Jf+  3gg)  ( « + 3uu ). 

4°.  Nous  tirons  de  la  même  manière  de  l’autre  formule 
j = At-j-3/:u,  r=kt  — hu\ 
d’où  résulte  l’équation 

(/t-f5gu)  0t-\-3uu)=z(ht+3kuXfth-\-3kk)Qt+3uu , 

qui , divisée  par  U -f-  3uu , donne 

Mff+'^gg)  +3g«  {ff-^3gg')=ht{hh-\^hk')  +3ku(Jth-j-3kJ<\ 

a 
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fi(^ffJ^Zgg)—Jtt(Jih+5kk')=3ku(hh+5kk)—^gu(Jf 4-3gg) , 
moyennant  quoi 

5h(hh  + Zkk ) — 3g  C/T+Sgg)  „ 
go_  chassons  encore  les  fractions , en  faisant 

u-f(Sf+  3gg)  - h (M  + 3M) , 

et  nous  aurons 

t = 5kihh  + m)  — Sg(ff+5gg'); 

où  l’on  peut  donner  telles  valeurs  qu’on  veut  aux  lettres/ , g , 
h et  k. 

6“.  Lors  donc  que  nous  aurons  déterminé  par  ces  quatre 
nombres  les  valeurs  de  t et  de  u , nous  aurons 

p==/t4-3gu,  2».  q=gt—fa,  3“-  i=ht+'5ku,  4°.  r=n—hu  ; 

de  là  nous  parviendrons  enfin  à la  solution  de  la  question 

x = p + q,  y'=*p  — z = r — s,  v = r + s; 

et  cette  solution  est  générale,  au  point  qu’elle  renferme  tous 
les  cas  possibles , vu  que  dans  tout  ce  calcul  on  n’a  admis 
aucune  limitation  arbitraire.  Tout  l’artifice  consistait  à rendre 
notre  équation  divisible  par  tt  -f  Zuu,  moyennant  quoi  nous 
avons  pu  déterminer  les  lettres  t et  u par  une  équation  du 
premier  degré.  On  peut  faire  des  applications  sans  nombre 
de  nos  formules  : nous  en  doimerons  une  pour  exemple. 


Digitized  by  Google 


d’algèbre.  277 

on  aura 

t = —3g(Jf+3gg'), 

ainsi 

P = — % C^+  %S)  + % (.ff+  ^8g)  — ^S  = “^ë» 

et 

9=— (j?’+%s:)*+/,  i=— %09^+3gff). 
r = —fiff+^gg)  + 1; 

par  conséquent 

*=—%•—  (ir+  %g)* +/, 

y = — 3g  + iff+  ZggY  —f, 

* = (3g-  —f)  Uf-\-  Zgg')  + I ; 

V = — (3g  (^+  3gg)  + 1; 

Si  outre  cela  nous  supposont  . '■ 

/=— >>  g = 4-i, 

nous  aurons 

a;  = — ao,  J'  = i4,  «=17»  ♦'  = •—7. 

et  de  là  résulte  l’équation  finale 

— ao®  + i4^  + 17*  = — 7*,  ou  i4®4"  >7’  + 7*  = 2o*. 

349.  Question  quatrième.  On  demande  trois  nombres  qui  for- 
ment une  progression  arithmétique,  dont  la  différence  soit  1 , et 
qui  soient  tels  que  leurs  cubes  ajoutés  ensemble  reproduisent 
un  cube. 

Soit  X le  nombre  ou  le  terme  moyen , x — 1 sera  le  plus 
petit  et  X -f*  1 le  plus  grand  ; la  somme  des  cubes  de  ces  trois 
nombres,  est 

3x^ 6x  = 3x  ( XX  -f-  a), 

3 
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et  elle  doit  être  nn  cube.  Il  noua  faut  ici  d’avance  un  cas  où 
cette  propriété  ait  lieu,  et  nous  trouvons,  après  quelques  essais, 
que  ce  cas  est 

x — 4. 

Ainsi  nous  pouvons , d’après  les  réglés  établies  plus  haut , 
faire 

x = 4+y, 

ensorte  que 

xj:=  iS  + Sj'+jy 

= 64  + 48^  + 12^^ . 


et  moyennant  quoi  notre  formule  devient 

2iG  + i5qy  + 36yy  + 3y , 

où  le  premier  terme  ést  un  cube  , mais  où  le  dernier  ne 
l’est  pas. 

Supposons  donc  la  racine  = S + ^ , ou  la  formule 
= 21S  + io8j3'  + liffyy  +ff,  et  faisons  évanouir  les  deux 
seconds  termes , en  écrivant 

i5o  = 10^,  ou  /=  7^  ; 

les  autres  termes,  divises  par_yy,  donneront 

36  + 3j.  = iSff+fy 


ou 

ou 

donc 


1 8^  36  + 1 8^  3j- = 1 8“ . 25»  + 25’ J/, 

i83,36— i8».25*  = 25’j'— iS’.Sj'-, 

i83.36__  ,8». 25»  _ i8».(i8.56  — 250 
y — 25s  — 3. 18^  25’ -f- 3. 18^  ’ 


c’est-à-dire 


— 324 -25 — ^7452 

1871  1871 
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donc 


d’algèbre. 
X — -lî- 

l»7»‘ 


m 


Comme  on  pourrait  trouver  embarrassant  de  poursuivre 
cette  réduction  en  cubes,  il  est  bon  d'observer  que  la  question 
peut  toujours  se  réduire  à des  carrés.  En  effet , puisque 
3x  ( XX  + 2 ) doit  être  un  cube , qu’on  suppose  cette  for- 
mule -=z  3^  y^,  on  aura 

3xx  + 6 = xxy’ , 

et  parconséquent 

6 3G 

— 3”6y  — i8‘ 

Or  le  numérateur  de  cette  fraction  étant  déjà  un  carré , nous 
n’avons  besoin  de  transformer  en  carré  que  le  dénominateur 
6y — i8 , ce  qui  exige  aussi  qu’on  ait  trouvé  un  cas.  Consi- 
dérons pour  cet  effet  que  i8  est  divisible  par  g,  mais  que  S 
est  seulement  divisible  par  3 , et  qu’ainsi  y pourra  se  diviser 
par  3;  si  nous  faisons  donc  3s,  notre  dénominateur  de- 
viendra = iSas®  — i8,  ce  qui  étant  divisé  par  g et  devenant 
1 8s*  — a , doit  encore  être  un  carré  ; or  c’est  ce  qui  a lieu 
évidemment  dans  le  cas  de  s = i . Ainsi  nous  ferons 

e=  1 -f- V, 

et  il  faudra  que 

iG -f- 54v -f- 54»'»' + i8v*  = un  carré  ; 

que  la  racine  en  soit  4 i le  carré  est  i G4-54t'+  'i^t'*'> 
il  faudra  que 

54  + i8v  = -^;  ou  = — ou  av=:  — 

donc 

ce  qui  produit 


il- 

3a  9 


C = I -f  V 
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et  après  cela 


£ L E M E N s,  etc. 


V — ü 
J — sa’ 


Reprenons  à présent  le  dénominateur 

18  = iGas^— - 18  = 9 ( i8a*  — a); 
puisque  la  racine  carrée  du  facteur  1 8a^  — - a est 
4 + ^v  = i|i. 

celle  du  dénominateur  total  est  mais  la  racine  du  numé- 
rateur est  6 donc 

rü  — ‘O” 

aleur  tout-à-fait  différente  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment.  Il  s’ensuit  que  les  racines  de  nos  trois  cubes 
cherchés  sont 

• i».x  — 1=^,  a*.x  = îH,  + i = 

et  la  somme  des  cubes  de  ces  trois  nombres  sera  un  cube  dont 
la  racine 

-V  'a?'  S» Tôt 

a5o.  Nous  terminerons  ici  ce  traité  de  l’Analyse  indéter- 
minée , ayant  eu  suffisamment  occasion  dans  les  questions  que 
nous  avons  résolues,  d’expliquer  les  principaux  artifices  qu’on  a 
imaginés  jusqu’à  présent  dans  cette  partie  de  l’Analyse. 


: n-,  V'*  - . — ■ I 
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Ijes  Géomètres  du  siècle  passé  se  sont  beaucoup  occupés 
de  l’Analyse  indéterminée , qu’ou  appelle  vulgairement  Analyse 
de  Diophante  ; mais  il  n’y  a proprement  que  MM.  Bachet  et 
Fermât  qui  aient  ajouté  quelque  chose  à ce  que  Diophante 
lui-même  nous  a laissé  sur  cette  matière. 

On  doit  surtout  au  premier  une  Méthode  complète  pour 
résoudre  en  nombres  entiers  tous  les  problèmes  indéterminés 
du  premier  degré  (*)  ; le  second  e.st  l’Auteur  de  quelques 
Méthodes  pour  la  résolution  des  équations  indéterminées  qui 
passent  le  second  degré  (**)  ; de  la  Méthode  singulière  par 
laquelle  on  démontre  qu’il  est  impossible  que  la  somme  ou  la 
différence  de  deux  carrés  - carrés  , puisse  jamais  être  un 
carré  (***)  ; de  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes 
très-dilliciles  et  de  plusieurs  beaux  théorèmes  sur  les  nombres 
entiers,  qu’il  a laissés  sans  démonstration,  mais  dont  la  plupart 


(*)  Voyez  pins  bas  le  paragraphe  III.  An  reste  je  ne  parle  point  ici  de  son 
Commentaire  sur  Diophante,  parecque  cet  Ouvrage,  excellent  dans  sou 
genre,  ne  renferme,  ii  proprement  parler,  aucune  decouverte. 

(**)  Ce  sont  celles  qui  sont  exposëes  dans  les  chapitres  8,9  et  lodnTraitd 
precedent.  Le  P.  Billi  les  a recneillics  dans  dilFerens  tîcrits  de  M.  l’ermiit , 
et  les  a publiées  h la  tête  de  la  nouvelle  édition  de  Diophante , donnée  par 
M.  Fermât  le  fils. 

Cette  méthode  est  détaillée  dans  le  chapitre  l3  du  Traité  précédent  ; 
«n  trouve  les  principes  dans  In  Remarque  de  M.  Fermât , qui  est  après  la 
Question  xxvi  du  Livre  vi  de  Diophante, 
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ont  été  ensuite  démontrés  par  Euler,  dans  les  Commentaire* 
de  Pétersbourg  (*). 


, Cette  branche  de  l’Analyse  a été  presque  abandonnée  dans 
ce  siecle;  et  si  on  en  excepte  Euler,  je  ne  connais  personne 
qui  s‘y  soit  appliqué  ; mais  les  belles  et  nombreuses  décou- 
verte.s  que  ce  grand  Géomètre  y a faites , nous  ont  bien  dé- 
dommagé de  l’espèce  d’indifférence  que  les  autres  Géomètres 
paraissent  avoir  eue  jusqu’ici  pour  ces,  sortes  de  recherches. 
Les  Commentaires  de  Pétersbourg  sont  pleins  des  travaux  de 
Euler,  dans  ce  genre,  et  l’Ouvrage  qu’il  vient  de  donner  est 
un  nouveau  service  qu’il  rend  aux  amateurs  de  l’Analyse  de 
Diophante.  On  n’avait  point  encore  d’Ouvrage  où  cette  science 
fût  traitée  d’une  manière  méthodique , et  qui  renfermât  et 
expliquât  clairement  les  principales  règles  connues  jusqu’ici 
pour  la  solution  des  problèmes  indéterminés.  Le  Traité  pré- 
cédent réunit  ce  double  avantage  ; mais  pour  le  rendre  encore 
plus  complet,  j’ai  cru  devoir  y faire  plusieurs  additions  dont  je. 
vais  rendre  compte  en  peu  de  mots. 


La  théorie  des  fractions  continues  est  une  des  plus  utiles  de 
l’Arithmétique  , où  elle  sert  à résoudre  avec  facilité  des  pro- 
blèmes qui  , sans  sdn  secours  , seraient  presqu’intraitables  ; 
mais  elle  est  d’un  plus  grand  usage  encore  dans  la  solution  des 
problèmes  indéterminés,  lorsqu’on  ne  demande  que  des  nom- 
bres entiers.  Cette  raison  m’a  engagé  à exposer  cette  théorie 
avec  toute  l’étendue  nécessaire  pour  la  faire  bien  entendre  ; 
comme  elle  manque  dans  les  principaux  OmTages  d’Arithmé- 


. . I ■ I . ■ . - ■■■.  .1  - » 

f*)  Le*  problème*  et  les  théorèmes  dont  tïous  parlons,  sont  rc'pandos  dans 
les  Remarques  de  M.  Fermât  sur  les  Questions  de  Diophante , et  dans  ses 
Lettres  imprimées  datps  les  0pera  Mathematica , etc. , et  dans  le  second 
volume  des  Œuvres  de  allis. 

On  trouvera  aussi  dan*  le*  Mémoires  de  l’ Academie  de  Berlin , pour  les 
années  1770  et  suivantes , les  démonstrations  de  qucltjucs  tbéoiémes  dt  cet 
Auteur,  qui  n’avaient  pas  encore  c'té  donne'es. 
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tique  çt  d’ Algèbre,  elle  doit  être  peu  connue  des  Géomètres  ; je 
«erai  satisfait  si  je  puis  contribuer  à la  leur  rendre  un  peu  plus  fa- 
milière. Jedonneensuitedesapplicationsnouvellesde  cette  théo- 
rie à l’Analyse  indéterminée.  Je  détermine  les  minima  qui  peu- 
vent avoir  lieu  dans  les  formules  indéterminées  à deux  inconnues  , 
surtout  dans  celles  du  second  ordre,  et  je  démontre,  relativement 
à celles-ci,  des  propositions  remarquables  qui  n’étaient  pas 
connues  , ou  qui  n’avaient  pas  encore  été  démontrées  d’une  ma- 
nière générale  et  directe.  On  remarquera  principalement  dans 
l’article  33  une  Méthode  particulière  pour  réduire  en  fractions 
continues  les  racines  réelles  des  équations  du  second  degré  , et 
dans  les  articles  suivons , une  démonstration  rigoureuse  que  ces 
fractions  doivent  toujours  être  nécessairement  périodiques  (*). 

Les  autres  additions  concernent  la  résolution  des  équations  in- 
déterminées. Bachetawt  donné  en  1624,  la  résolution  compléta 
des  équations  indéterminées  du  premier  degré.  Celles  des  équa- 
tions du  second  degré  n’a  paru  qu’en  1763,  dansles  Mémoires  de 
l’Académie  de  Berlin.  On  la  redonne  ici  simplifiée  et  généralisée 
de  manière  à ne  rien  laisser  àdesirer.  A l’égard  des  équations  in- 
déterminées des  degrés  supérieurs  au  second,  on  n’a  encore  que 
des  méthodes  particulières  pour  les  résoudre  dans  quelques  cas; 
et  il  est  à présumer  que,  pour  ces  sortes  d’équations,  la  résolu- 
tion générale  devientimpossiblepassé  le  second  degré,  comme  elle 
paraît  l’être  passé  le  quatrième  pour  les  équations  déterminées.' 

Enfin , le  dernier  paragraphe  renferme  des  recherches  sur  les 
fonctions  qui  ont  la  propriété,  que  le  produit  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs fonctions  semblables  est  aussi  une  fonction  semblable  ; 
j’y  donne  une  méthode  générale  pour  trouver  ces  sortes  de  fonc- 
tions , et  j’en  fais  voir  l’usage  pour  la  résolution  de  dilFérens  pro- 
blèmes indéterminés,  sur  lesquels  les  méthodes  connues  n’auraient 
aucune  prise. 


(^)  Dans  cette  nouvelle  édition  on  a fait  quelques  cliangctnens  à l’analyse  du 
problème  premier  do  paragraphe  second,  pour  la  rendre  plus  directe  et  plus 
iacile  h suivre. 


S* 
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SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES. 

PARAGRAPHE  PREMIER. 

1.  Comme  la  théorie  des  Fractions  continues  manque  dans 
les  livres  ordinaires  d’ Arithmétique  et  d’ Algèbre , et  que  par 
cette  raison  elle  doit  être  peu  connue  des  Géomètres,  nous 
croyons  devoir  commencer  ces  Additions  par  une  exposition 
abrégée  de  cette  théorie , dont  nous  aurons  souvent  lieu  de 
faire  l’application  dans  la  suite. 

On  appelle  en  général  fraction  continue  toute  expression  de 
cette  forme , 

^0  + f J 

> + _ 

^-{-^etc. 

où  les  quantités  «t,  y,  etc.  et  b,  c,  d,  etc.  sont  des 
nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  ; mais  nous  ne  considérerons 
ici  que  les  fractions  continues  dans  lesquelle  les  numérateurs 
ù,  c,  d,  etc.  sont  égaux  à l’unité,  c’est-à-dire  celles  qui  sont 
de  la  forme 

y + l 

i'  +,  etc. 

it,0,y,  etc.  étant  d’ailleurs  des  nombres  quelconques  entiers 
positifs  ou  négatifs;  car  celles-ci  sont,  à proprement  parler, 
les  seules  qui  sont  d’un  grand  usage  dans  l’Analyse , les  autres 
n’étant  presque  que  de  pure  curiosité. 

a.  Mi/ord  Brouncker  est , je  crois , le  premier  qui  ait  ima- 
giné les  fractions  continues  : on  connaît  celle  qu  il  a trouvée 
pour  exprimer  le  rapport  du  carre  circonscrit,  a laire  du 
cercle,  et  qui  est 
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^+ü  + à ,5 

2-4 , 

2 +,  etc. 


Mais  on  ignore  le  chemin  qui  l’y  a conduit.  On  trouve  seu- 
lement dans  V Arilhmetica  infinitorum  quelques  recherches 
sur  ce  sujet,  dans  lesquelles  TVallis  démontre  d'une  manière 
assez  indirecte , quoique  fort  ingénieuse , l’identité  de  l’ex- 
pression de  Brouncker  avec  la  sienne,  qui  est,  comme  l’on 
y »~4!  ii  lrlrrr  > 4 y donne  aussi  la  méthode  de  réduire  en 
général  toutes  sortes  de  fractions  continues  à des  fractions 
ordinaires.  Au  reste,  il  ne  parait  pas  que  l’un  ou  l’autre  de 
ces  deux  grands  Géomètres  ait  connu  les  principales  pro- 
priétés et  les  avantages  singuliers  des  fractions  continues  ; nous 
verrons  ci-après  que  la  découverte  en  est  principalement  due 
à Huyghens. 

3.  Les  fractions  continues  se  présentent  naturellement  toutes 
les  fois  qu’il  s’agit  d’exprimer  en  nombres  des  quantités  frac- 
tionnaires ou  irrationnelles.  En  effet,  supposons  qu’on  ait  à 
évaluer  une  quantité  quelconque  donnée  a , qui  ne  soit  pas 
exprimable  par  un  nombre  entier;  la  voie  la  plus  simple  est 
de  commencer  par  chercher  le  nombre  entier  qui  sera  le  plus 
proche  de  la  valeur  de  a , et  qui  n’en  différera  qne  par  une 
fraction  moindre  que  l’unité.  Soit 'ce  nombre  «,  et  l’on  aura 
a — <t  égal  à une  fraction  plus  petite  que  l’unité  ; desorte  que 


1 


a — et. 


sera  au  contraire  un  nombre  plus  grand  que  l’unité  ; 


soit  donc 


= i , et  comme  b doit  être  un  nombre  plus 


grand  que  l’unité , on  pourra  chercher  de  même  le  nombre 
entier  qui  approchera  le  plus  de  la  valeur  de  b ; et  ce  nombre 
étant  nommé  /S,  on  aura  de  nouveau  h— -fi  égal  à une  fraction 

plus  petite  que  l’unité,  et  parconséquent 


b— fi 


g sera  égal  à 


une  quantité  plus  grande  que  l’unité,  qu’on  pourra  désigner 
par  « ; ainsi , pour  évaluer  c , il  n’y  a qu’à  chercher  pareillc- 
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ment  le  nombre  entier  le  plus  proche  de  c , lequel  étant  dé- 
signé par  y , on  aura  c — y égal  à une  quantité  plus  petite  que 


l'unité,  et  parconséquent 


c—y 


sera  égal  à une  quantité  d plus 


grande  que  l’unité,  et  ainsi  de  suite.  Par  ce  moyen  il  est  clair 
qu’on  doit  épuiser  peu  à peu  la  valeur  de  a , et  cela  de  la  ma- 
nière la  plus  simple  et  la  plus  prompte  qu’il  est  possible , puis- 
qu’on n’emploie  que  des  nombres  entiers  dont  chacun  approche, 
autant  qu’il  est  possible , de  la  valeur  cherchée. 

Maintenant , puisque 


= b. 


on  aura 

• J-  ' I ' 

a — — dou  a = 


de  même , à cause  de 

1 

--  — r 

b-^ 

on  aura 

b-^  + - 

C 

et  à cause  de 

c — y 

on  aura  pareillement 

c=y-\-2> 

et  ainsi  de  suite  ; desorte  qu’en  substituant  successivement  ces 
valeurs,  on  trouvera 


>+j. 
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et , en  général , 

1 

^ ' <^  + , etc. 

Il  est  bon  de  remarquer  ici  que  les  nombres  et,  /S,  y,  etc. , 
qui  représentent , comme  nous  venons  de  le  voir , les  valeurs 
entières  approchée»  des  quantités  a,  b,  c,  etc.  peuvent  être 
pris  chacun  de  deux  manières  différentes,  puisqu’on  peut 
prendre  également  pour  la  valeur  entière  approchée  d'une 
quantité  donnée,  l’un  ou  l’autre  des  nombres  entiers,  entre 
lesquels  se  trouve  cette  quantité  ; il  y a cependant  une  diffé- 
rence essentielle  entre  ces  deux  manières  de  choisir  les  valeurs 
approchées  par  rapport  à la  fraction  continue  qui  en  résulte  ; 
car  si  on  prend  toujours  les  valeurs  approchées  plus  petites 
que  les  véritables,  les  dénominateurs  fi,  y,  J',  etc.  seront  tou» 
positifs  ; au  lieu  qu’ils  seront  tous  négatifs , si  on  prend  les  va- 
leurs approchées  toutes  plus  grandes  que  les  véritables,  et  ils 
seront  en  partie  positifs  et  en  partie  négatifs , si  les  valeurs  ap- 
prochées sont  prises  tantôt  trop  petites  et  tantôt  trop  grandes. 

En  effet , si  et  est  plus  petit  que  a,  a — * sera  une  quantité 
positive  ; donc  b sera  positive  , et  file  sera  aussi  ; au  contraire 
a — sera  négative,  si  et  est  plus  grand  que  a;  donc  b sera 
négative , et  ^ le  sera  aussi.  De  même  si  fi  est  plus  petit  que  b, 
b — fi  sera  toujours  une  quantité  positive;  donc  c le  sera  aussi, 
et  parconséquent  aussi  y ; mais  si  fi  est  plus  grand  que  b ,b  — fi 
»era  une  quantité  négative  ; desorte  que  c , et  parconséquent 
aussi  y,  seront  négatifs  , et  ainsi  de  suite. 

Au  reste,  lorsqu’il  s’agit  de  quantités  négatives,  j’entends 
par  quantités  plus  petites , celles  qui , prises  positivement , se- 
raient plus  grandes  ; nous  aurons  cependant  quelquefois  dans 
la  suite  occasion  de  comparer  entre  elles  des  quantités  purement 
par  rapport  à leur  grandeur  absolue  ; mais  nous  aurons  soin 
d'avertir  alors  qu'il  faudra  faire  abstraction  des  signes. 
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Je  dois  remarquer  encore  que  si , parmi  les  quantités  h,  c , 
d,  etc.  il  s’en  trouve  une  qui  soit  égale  à un  nombre  entier, 
alors  la  fraction  continue  sera  terminée , parce  qu’on  pourra  y 
conserver  cette  quantité  même  ; par  exemple,  si  c est  un  nom- 
bre entier,  la  fraction  continue  qui  donne  la  valeur  de  a,  sera 


En  elTet  il  est  clair  qu’il  faudrait  prendre  = c , ce  qui 
donnerait 


d = 

et  parconséquent 
desorle  que  l’on  aurait 


1 1 

c — y O 

J=oo  ; 


les  termes  suivans  deviennent  nuis  vis— a-vis  de  la  quantité  inli- 
uie  00  ; or  î = o;  donc  on  aura  simplement 


Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la  quantité  a .sera  com- 
mensurable , c’est-à-dire  qu’elle  sera  exprimée  par  une  fraction 
rationnelle;  mais  lorsque  a sera  une  quantité  irrationnelle  ou 
transcendante , alors  la  fraction  continue  ira  nécessairement  à 
l’inGni. 


4- 


Supposons  que  la  quantité  a soit  une  fraction  ordinaire 
A et  B étant  desnombres  entiers  donnés;il  est  d’abord  évident 


que  le  nombre  entier  «t  qui  approchera  le  plus  de  seralequo- 
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tient  de  la  division  .de  A par  B ; ainsi  supposant  la  division 
faite  à la  manière  ordinaire , et  nommant  <t  le  quotient  et  C 

le  reste,  ou  ^ * = donc  o pour  avoir  de 

même  la  valeur  entière  approchée  |8  de  la  fraction  —,  il  n’y 
'aura  qu’à  diviser  B par  <?,  et  prendre  pour  jS  le  quotient  de 
cette  division  *,  alors  nommant  D le  reste,  on  aura  b — /3  — 

C 

et  parconséquent  c — ~\  on  continuera  donc  à diviser  C par 

Z?  ; et  le  quotient  sera  la  valeur  du  nombre  y,  et  ainsi  de  suite; 
d’où  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  réduire  les  fractions 
ordinaires  en  fractions  continues. 

Divisez  d’abord  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  par 
son  dénominateur , et  nommez  le  quotient  a;  divisez  ensuite  le 
dénominateur  par  le  reste , et  nommez  le  quotient  )S  ; divisez 
après  cela  le  premier  reste  par  le  second  reste,  et  soit  le  quo- 
tient y;  continuez  ainéi  en  divisant  toujours  l’avant-dernier 
reste  par  le  dernier , jusqu'à  ce  qu’on  parvienne  à une  division 
qui  se  fasse  sans  reste,  ce  qui  doit  nécessairement  arriver, 
puisque  les  restes  sont  des  nombres  entiers  qui  vont  en  dimi- 
nuant ; vous  aurez  la  fraction  continue 


^ J'-f-  etc. 

qui  sera  égale  à la  fraction  donnée. 

5.  Soit  proposé  de  réduire  en  fraction  continue  la  fraction 
; on  divisera  donc  iio3  par  887,  on  aura  le  quotient  i et 
le  reste  ai6  ; on  divisera  887  par  aiS,  on  aura  le  quotient  4 
et  le  reste  a3;  on  divisera  ai 6 par  a3,  ce  qui  donnera  le 
quotient  9 et  le  reste  9 ; on  divisera  encore  a3  par  9 , on  aura 
le  quotient  a et  le  reste  5 ; oa  divisera  9 par  5 , on  aura  la 
a.  T 
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quotient  i et  le  reste  4 ; on  divisera  5 par  4,  on  aura  le  quo- 
tient 1 et  le  reste  i ; enfin,  divisant  4 par  i , on  aura  le  quotient 
4 et  le  reste  nul,  desorte  que  l’opération  sera  terminée.  Ras- 
semblant donc  par  ordre  tous  les  quotiens  trouvés , on  aura 
cette  série,  i , 4>  9»  3,  i , i , 4»  d’où  l’on  formera  la  frac- 
tion continue 


1 io3 

w 


=‘+4+i  1 


6.  Comme  dans  la  manière  ordinaire  de  faire  les  divisions, 
on  prend  toujours  pour  quotient  le  nombre  entier  qui  est  égal 
ou  moindre  que  la  fraction  proposée , il  s’ensuit  que  par  la  mé- 
thode précédente  on  n’aura  que  des  fractions  continues  dont 
tous  les  dénominateurs  seront  des  nombres  positifs. 

Or  on  peut  aussi  prendre  pour  quotient  le  nombre  entier 
qui  est  immédiatement  plus  grand  que  la  valeur  de  la  fraction , 
lorsque  cette  fraction  n’est  pas  réductible  à un  nombre  entier, 
et  pour  cela  il  n’y  a qu’à  augmenter  d’une  unité  la  valeur  du 
quotient  trouvé  à la  manière  ordinaire  ; alors  le  reste  sera  né- 
gatif, et  le  quotient  suivant  sera  nécessairement  négatif.  Ainsi 
on  pourra  à volonté  rendre  les  termes  de  la  fraction  continu* 
positifs  ou  négatifs. 

Dans  l’exemple  précédent,  au  lieu  de  prendre  i pour  le 
quotient  de  i io3  divisé  par  887,  je  puis  prendre  2 ; mais  j’au- 
rai le  reste  négatif  — 67 1 , par  lequel  il  faudra  maintenant 
diviser  887;  on  divisera  donc  887  par  — 671  , et  l’on  aura  ou 
le  quotient  — i et  le  reste  21 S , ou  le  quotient — 2 et  le  reste 
— 455.  Prenons  le  quotient  plus  grand  — 1 , et  alors  il  faudra 
diviser  le  reste — G71  par  le  reste  216,  d’où  l’on  aura  ou  le 
quotient  — 3 et  le  reste  — 23,  ou  le  quotient  — 4 reste 

ig3.  Je  continue  la  division  en  adoptant  le  quotient  plus  grand 
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■—  3;  J’aurai  à diviser  le  reste  aiG  par  Je  reste  — a3,  ce  qui 
me  donnera  ou  le  quotient  — g et  le  reste  g , ou  le  quotient 
— lo  et  le  reste  — i4,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  on  aura 

iio3  1 

1 

— 9 + etc. 

où  l’on  voit  que  tous  les  dénominateurs  sont  négatifs. 

7.  On  peut  au  reste  rendre  positif  chaque  dénominateur 
négatif,  en  changeant  le  signe  du  numérateur;  mais  il  faut 
alors  changer  aussi  le  signe  du  numérateur  suivant;  car  il  est 
clair  qu’on  a 

' ^r  + etc.  T -f-  etc. 

Ensuite  on  pourra^  si  l’on  veut , faire  disparaître  tous  les 
signes  — de  la  fraction  continue  , et  la  réduira  à une  autre 
dont  tous  les  termes  soient  positifs  ; car  on  a en  général 


1 

^ V -f-,  etc. 


V — I +>  etc. 


comme  on  peut  s’en  convaincre  aisément,  en  réduisant  ces 
deux  quantités  en  fractions  ordinaires. 

On  pourrait  aussi  par  un  moyen  semblable  introduire  des 
termes  négatifs  à la  place  des  positifs , car  on  a 


M + 


y + etc. 


y — I -f-  etc. 


D’où  l’on  voit  que  par  ces  sortes  de  transformations  on  peut 
quelquefois  simplifier  une  fraction  continue , et  la  réduire  à 

a 
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un  moindre  nombre  de  termes;  ce  qui  aura  lieu  toutes  les  foi» 
qu’il  y aura  des  dénominateurs  égaux  à l’unité  positive  ou  né- 
gative. 

En  général  il  est  clair  que  pour  avoir  la  fraction  continue 
la  plus  convergente  qu’il  est  possible  vers  la  valeur  de  la  quan- 
tité donnée,  il  faut  toujours  prendre  pour  et,  y,  etc.  les 
nombres  entiers  qui  approchent  le  plus  des  quantités  a,  b,  c,  etc. 
soit  qu’ils  soient  plus  petits  ou  plus  grands  que  ces  quantités  ; 
or  il  est  facile  de  voir  que  si,  par  exemple,. on  ne  prend  pas 
pour  a.  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus,  soit  en  excès 
ou  en  défaut , de  o , le  nombre  suivant  sera  nécessairement 
égal  à l’unité  ; en  effet  la  différence  entre  a et  « sera  alors 

plus  grande  que  J , parconséquent  on  aura  b = — ^ — plus  pe- 

Cl  et 

tit  que  9 ; donc  /S  ne  pourra  être  qu’égal  à l’unité. 

Ainsi  toutes  les  fois  que  dans  une  fraction  continue  on  trou- 
vera des  dénominateurs  égaux  à l’unité,  ce  sera  une  marque 
que  l’on  n’a  pas  pris  les  dénominateurs  précédens  aussi  appro- 
chans  qu’il  est  possible , et  que  parconséquent  la  fraction  peut 
se  simpbfier  en  augmentant  ou  en  diminuant  ces  dénominateurs 
d'une  unité , ce  qu’on  pourra  exécuter  par  les  formules  précé- 
dentes, sans  être  obligé  de  refaire  en  entier  le  calcul. 

8.  La  méthode  de  l’art.  4 peut  servir  aussi  à réduire  en  {rao- 
tion  continue  toute  quantité  irrationnelle  ou  transcendante , 
pourvu  qu’elle  soit  auparavant  exprimée  en  décimales  ; mais 
comme  la  valeur  en  décimales  ne  peut  êtr»  qu’approchée , et 
qu'en  augmentant  d’une  unité  le  dernier  caractère , on  a deux 
limites  entre  lesquelles  doit  se  trouver  la  vraie  valeur  de  la 
quantité  proposée,  il  faudra,  pour  ne  pas  sortir  de  ces  limites, 
faire  à la  fois  le  même  calcul  sur  les  deux  fractions  dont  il  s’a- 
git, et  n’admettre  ensuite  dans  la  fraction  continue  que  le» 
quotiens  qui  résulteront  également  des  deux  opérations. 

Soit,  par  exemple,  proposé  d’exprimer  par  une  fraction 
continue  le  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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Ce  rapport  exprimé  en  décimales  est , par  le  calcul  de  P'iete  , 
3,  : 415926535. . . .;  desorte  qu’on  aura  la  fraction 
a réduire  en  fraction  continue  par  la  méthode  ci-dessus  ; or  si 
on  ne  prend  que  la  fraction  ■ -.^èoo  > trouve  les  quotiens  3 , 
7,  i5,  1,  etc.  et  si  on  prenait  la  fraction  plus  grande 
on  trouverait  les  quotiens  3,  7,  iG,  etc.  desorte  que  le  troi- 
sième quotient  demeurerait  incertain;  d’où  l’on  voit  que , pour 
pouvoir  pousser  seulement  la  fraction  continue  au-delà  d» 
trois  termes , il  faudra  nécessairement  adopter  une  valeur 
de  la  périphérie  qui  ait  plus  de  six  caractères. 

Or  si  on  prend  la  valeur  donnée  par  Ludolph  en  trente-cinq 
caractères,  et  qui  est  3,  14*59,  26535,  89793,  o3846, 
2G433 , 80279 , 50288  ; et  qu’on  opère  en  même  temps  sur 
cette  fraction  et  sur  la  même , en  y augmentant  le  dernier  ca- 
ractère 8 d’une  unité,  on  trouvera  cette  suite  de  quotiens,  3, 
7,  i5,  1,  292,  1,  1,  1,  2,  1,  3,  1,  x4,  2,  1,  i,  2,  2, 

J J ij  4^^  2^  6^  6j  ij  de* 

sorte  que  l’on  aura 


Périph. 

diamètr. 


i5  -f-  i I 

1 -1 , I 

=9“  + 74-£ 

^ 1 + etc; 


Comme  il  y a ici  des  dénominateurs  égaux  à l’unité,  oa 
pourra  simplifier  la  fraction , en  y introduisant  des  termes  né- 
gatifs , par  les  formules  de  l’art.  7 , et  l’on  trouvera 


Périph. 


diamètr. 


=3+è 


7 + T6. 


394— 


3 — £ 


0u  bien 
Périph. 


3-f-  etc. 


diamètr. 


■=3+f  .i. 

^^16  + 


-394 


-3  + etc. 
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g.  Nous  avons  montré  ailleurs  comment  on  peut  appliquer 
la  théorie  des  fractions  continues  à la  résolution  numérique  des 
équations , pour  laquelle  on  n’avait  encore  que  des  méthodes 
imparfaites  et  insullisantes.  {Voyez  les  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Berlin  pour  les  années  1767  et  1768.)  Toute  la  diffi- 
culté consiste  à pouvoir  trouver  dans  une  équation  quelconque 
la  valeur  entière  la  plus  approchée,  .soit  en  excès  ou  en  défaut, 
de  la  racine  cherchée , et  c’est  sur  quoi  nous  avons  donné  le 
premier  des  règles  sûres  et  générales  par  lesquelles  on  peut 
non-seulement  reconnaître  combien  de  racines  réelles  positives 
ou  négatives,  égales  ou  inégales,  contient  la  proposée  , mais 
encore  trouver  facilement  les  limites  de  chacune  de  ces  racines , 
et  même  les  limites  des  quantités  réelle.s  qui  composent  les  ra- 
cines imaginaires.  Supposant  donc  que  x,  soit  l’inconnue  de 
l’équation  proposée,  on  cherchera  d’abord  le  nombre  entier 
qui  approchera  le  plus  de  la  racine  cherchée  , et  nommant  ce 
nombre  et, , il  n’y  aura  qu’à  faire , comme  on  l’a  vu  dans  l’art.  5, 

x = *-f--:  (je  nomme  ici  , a,  etc.  ce  que  j’ai  dénoté 

dans  l’art,  cité  par  a,b  ,c,  etc.)  et  substituant  cette  valeur 
à la  place  de  k , on  aura , après  avoir  fait  évanouir  les  frac- 
tions une  équation  du  même  degré  en^,  qui  devra  avoir  au 
moins  une  racine  positive  ou  négative  plus  grande  que  l’unité. 
On  cherchera  donc  de  nouveau  la  valeur  entière  approchée  de 
cette  racine,  et  nommant  cette  valeur  /3,  on  fera  ensuite 

y = ^ + ^>  ce  qui  donnera  de  même  une  équation  en-z,  qui 

aura  aussi  nécessairement  une  racine  plus  grande  que  l’unité,  et 
dont  on  cherchera  pareillement  la  valeur  entière  approchée  y , 
et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière  , la  racine  cherchée  se  trou- 
vera exprimée  par  la  fraction  continue 

> +3+»tc. 
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qui  sera  terminée , si  la  racine  est  commensurable  , mais  qui  ira 
nécessairement  à l’infini , si  elle  est  incommensurable. 

On  trouvera  dans  les  Mémoires  cités  tous  les  principes  et  les 
détails  nécessaires  pour  se  mettre  au  fait  de  cette  méthode  et 
de  ses  usages,  et  même  dilFérens  moyens  pour  abréger  souvent 
les  opérations  qu’elle  demande  ; nous  croyons  n'avoir  presque 
rien  laissé  à desLrer  sur  ce  sujet  si  important. 

Au  reste , pour  ce  qui  regarde  les  racines  des  équations  du 
second  degré , nous  donnerons  plus  bas , (art.  33  et  iuiv.  ) une 
méthode  particulière  et  très  - simple  pour  les  convertir  en 
fractions  continues. 

10.  Après  avoir  expliqué  la  générâtion  des  fractions  conti- 
nues , nous  allons  en  montrer  le?  usages  et  les  principales  pro- 
priétés. 

I!  est  d’abord  évident  que  plus  on  prend  de  termes  dans  una 
fraction  continue , plus  on  doit  approcher  de  la  vraie  valeur 
de  la  quantité  qu’on  a exprimée  par  cette  fraction;  desorte 
que  si  on  s’arrête  successivement  à chaque  terme  de  la  frac- 
tion , on  aura  une  suite  de  quantités  qui  seront  nécessairement 
convergentes  vers  la  quantité  proposée. 

Ainsi  ayant  réduit  la  valeur  de  a à la  fraction  continu» 


•n  aura  les  quantités 


^+74-,  etc. 


y etc. 

•U  bien,  en  réduisant, 

-f-  1 A$y  -f-  « -f-  > 

~T~  ’ Hy-ti  ’ 

qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  a. 
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Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  et  de  la  convergence  de 
ces  quantités,  nous  remarquerons  que  parles  formules  de  l’art.  3 


a = «+|,i  = /3  + i,  etc. 

d’où  l’on  voit  d’abord  que  * est  la  première  valeur  approchée 
de  a;  qu’ensuite  si  on  prend  la  valeur  exacte  de  a qui  est 

— , et  qu’on  y substitue  pour  b sa  valeur  appprochée  jS  , 

on  aura  cette  valeur  plus  approchée  "•  qu’on  aura  de 

même  une  troisième  valeur  plus  approchée  de  a,  en  mettant 
d’abord  pour  b sa  valeur  exacte >,  ce  qui  donne 

+ i)c  4-« 

0C+1 

et  prenant  ensuite  pour  c la  valeur  approchée  y ; parce  moyen 
la  nouvelle  valeur  approchée  de  a sera 

Oy  +<g 

continuant  le  même  raisonnement , on  pourra  approcher  da- 
vantage, en  mettant,  dans  l’expression  de  c trouvée  ci-dessus, 

à la  place  de  c sa  valeur  exacte  , ce  qui  donnera 


((‘f^  ~t~  ^ ) y -t-  ^ ~h  -}-  ï 

-h  i)  d-j-0 

et  prenant  ensuite  pour  dsa  valeur  approchée  <t;  desorte  qu’on 
aura  pour  la  quatrième  approximation  la  quantité 

“I*  ^ 

et  ainsi  de  suite. 
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De  là  il  est  facile  de  voir  que  si  par  le  moyen  des  nombres 
iT,  etc.  on  forme  les  expressions  suivantes , 


A—t 

C y 3 -f"  A 
D = <T  C-\-B 
E=sD+ C 
etc. 


A'=  I 
B'=^ 

C'  = yB'  + A' 
D'=z  S'  C'  + B' 
E'z=  tD'+  C* 
etc. 


on  aura  cette  suite  de  fractions  convergentes  vers  la  quantité  et. 


^ ^ £ D ^ F 

A'‘  B'  ’ O'  D"  F" 


Si  la  quantité  a est  rationnelle , et  représentée  par  une  frac- 


tion quelconque 


est  évident  que  cette  fraction  sera  tou- 


jours dans  la  série  précédente  ; puisque,  dans  ce  cas,  la  fraction 
continue  sera  terminée , et  que  la  dernière  fraction  de  la  série 
ci-dessus  doit  toujours  équivaloir  à toute  la  fraction  continue. 


Mais  si  la  quantité  a est  irrationnelle  ou  transcendante , alors 
la  fraction  continue  allant  nécessairement  à l’inGni , on  pourra 
aussi  pousser  à l’infini  la  série  des  fractions  convergentes. 


II.  Examinons  maintenant  la  nature  de  ces  fractions;  et 
d’abord  il  est  visible  que  les  nombres  A,  B , C,  etc.  doivent 
aller  en  augmentant,  aussi  bien  que  les  nombres  A',  B',  O,  etc. 
car  1°.  si  les  nombres  «,  0,  y,  etc.  sont  tous  positifs , les  nom- 
bres A,  B , C,  etc.  A',  B' , C,  etc.  seront  aussi  tous  positifs, 
et  l’on  aura  évidemment 


B'p.A,C'>B,D'>C,  etc. 
et 

F>  = ou>^',  0>B\  D‘>C',  etc. 
a°.  Si  les  nombres  et,  0,  y,  etc.  sont  tous  on  en  partie  néga- 
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tifs , alors  parmi  les  nombres  A,  B , C,  etc.  et  A' , B' , C'  ^ il 
y en  aura  de  positifs  et  de  négatifs;  mais,  dans  ce  cas,  on  con- 
sidérera que  l’on  a en  général  par  les  formules  précédentes 

— — &A--  — — i -i-—  etc 
A~^^  a’  B~^^  B'  C~  ^ • 


d'où  l’on  voit  d’abord  que  si  les  nombres  *,  /3,  y , etc.  sont 
différens  de  l’unité  , quels  que  soient  d’ailleurs  leurs  signes,  on 

aura  nécessairement,  en  faisant  abstraction  des  signes,  ^ 

A 

A 

plus  grand  que  l’unité;  donc  moindre  que  l’unité , parcon- 
C 

séquent  ^ plus  grand  que  l'unité , et  ainsi  de  suite  ; donc  B 

plus  grand  que  A , C plus  grand  que  B , etc. 

11  n’y  aura  d’exception  que  lorsque  parmi  les  nombre» 
* > ^ > y ! trouvera  d’égaux  à l’unité  ; suppo- 

sons, par  exemple , que  le  nombre  y soit  le  premier  qui  soit 
égal  à d;  1 ; on  aura  d’abord  B plus  grand  que  A , mais  C sera 

A 

moindre  que  B , s’il  arrive  que  la  fraction  ^ soit  de  signe  dif- 
férent de  ^ ; ce  qui  «st  clair  par  l’équation 


parceque,  dans  ce  cas,  y ~h  ^ sera  un  nombre  moindre  que 

l’unité  ; or  je  dis  qu’alors  on  aura  nécessairement  D plus  grand 
que  Bi  car  puisque  5/  = ± i , on  aura,  (art.  10)  , 


c =3  d;  I -f-  ^ où  c — ^ = dr  1 ; 

or  comme  c et  cf  sont  des  quantités  plus  grandes  que  l’unité , 
(art.  3) , il  est  clair  que  cette  équation  ne  pourra  subsister,  à 


/ 
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moins  que  c et  ne  soient  de  même  signe  ; donc , puisqne  y 
et  cT  sont  les  valeurs  entières  approchées  de  c et  d,  ces  nom- 
bres ^ et  (T  devront  être  aussi  de  même  signe  ; mais  la  fraction 


doit  être  de  même  signe  que  y , à cause  que  y est  un  nombre 

A C 

entier,  et  ^ une  fraction  moindre  que  l’unité;  donc  —et  J* 

fC 

seront  des  quantités  de  même  signe  ; parconséquent  sera 
une  quantité  positive.  Or  on  a 


D 

C 


£ 

6’ 


donc  multipliant  par  — , on  aura 


^ ^ 1 . 
B ~ ^ B * 


donc  étant  ime  quantité  positive , il  est  clair  que  ^ sera 
plus  grande  que  l’unité  ; donc  D plus  grand  que  B. 

De  là  on  voit  que  s’il  arrive  que  dans  la  série  A,  B,  C,  etc. , 
il  se  trouve  un  terme  qui  soit  moindre  que  le  précédent,  le 
terme  suivant  sera  nécessairement  plus  grand  ; desorte  qu’en 
mettant  à part  ces  termes  plus  petits , la  série  ne  laissera  pas 
d’aller  en  augmentant 


Au  reste,  on  pourra  toujours  éviter,  si  l’on  veut,  cet  in- 
convénient, soit  en  prenant  les  nombres  a,  & , y,  etc.  tous 
positifs , soit  en  les  prenant  tous  dilférens  de  l’unité , ce  qui  est 
toujours  possible. 

On  fera  les  mêmes  raisonnemens  par  rapport  à la  série 
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A',  B',  O,  etc.  dans  laquelle  on  a pareillement 


a 

B‘ 


d’où  l’on  déduira  des  conclusions  semblables  aux  précédentes. 

13.  Maintenant,  si  on  multiplie  en  croix  les  termes  des 

r , ...ABC 

iracDons  voisines  danslasene  -7—,  -7-,  etc.  on  trouvera. 

A'  d'  C‘ 


B A'  — AB'  =1 , CB'  — BC'  = AB'  — B A' , 

DC'  — CD'  = BC'  — CB' , etc. 

d’où  je  conclus  qu’on  aura  en  général 

B A'  — AB'  = 1 
CB'  —BC'~—x 
DO  — CD'  = 1 
ED'  — DE'  = — 1 , 
etc. 

Cette  propriété  est  très-remarquable , et  donne  lieu  à plusieurs 
conséquences  importantes. 

D’abord  on  voit  que  les  fractions  ®*c.  doivent 

être  déjà  réduites  à leurs  moindres  termes  ; car  si , par 
exemple , C et  C’  avaient  un  commun  diviseur  autre  que 
l’unité , le  nombre  entier  CB'  — BC'  serait  aussi  divi- 
sible par  ce  même  diviseur,  ce  qui  ne  se  peut , à cause  de 
CB'  — BC'=  — i. 

Ensuite  si  on  met  les  équations  précédentes  sous  cette  forme 

B A _ 1 

B'  A'~A'B' 

C B _ 1 

’C'  B'~~  OB' 

D C _ \ 

77'  C'  ~ C'D' 

E D i 

'Ê'  D'~  D'E'*^^'^' 


Â. 
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il  est  aisé  de  voir  que  les  différences  entre  les  fractions  voisines 

de  la  série  ^ ^ , etc.  vont  continuellement  en  dimi- 
A a O 

nuant , desorte  que  cette  série  est  nécessairement  conver- 
gente. 


Or  je  dis  que  la  différence  entre  deux  fractions  consécu- 
tives est  aussi  petite  qu’il  est  possible;  ensorte  qu’entre  ces 
mêmes  fractions  il  ne  saurait  tomber  aucune  autre  fraction 
quelconque , à moins  qu’elle  n’ait  un  dénominateur  plus  grand 
que  ceux  de  ces  fractions-là. 


C D 

Car  prenons,  par  exemple,  les  deux  fractions et  ^ 

O Zy* 


dont  la  différence  est  supposons  , s'il  est  possible  , 

qu’il  existe  ime  autre  fraction  — dont  la  valeur  tombe  entre 

n 

celles  de  ces  deux  fractions , et  dans  laquelle  le  dénomina- 
teur n soit  moindre  que  C*  on  que  D'  ; donc  puisque  — doit 
C D 

se  trouver  entre  ^ et  il  faudra  que  la  différence  entra 

m C . mC*  — nC  nC  — mC'  , 

“ O'* 1^1 > soit  plus  petite 

que  > différence  entre  et  mais  il  est  clair  que 


celle-là  ne  saurait  être  moindre  que  donc,  si  n <[  i)', 

elle  sera  nécessairement  plus  grande  que  de  même  la 

différence  entre  ^ et  ^ ne  pouvant  être  plus  petite  que 

~jÿs  sera  nécessairement  plus  grande  que  si  C, 

au  lieu  qpi’elle  devrait  être  plus  petite. 


i3.  Voyons  présentement  de  combien  chaque  fraction  de 
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A B 


la  série  “Ti>  approchera  de  la  valeur  de  la  quantité  a. 

A IS 

Pour  cela  on  remarquera  que  les  formules  trouvées  dans  l'art,  lo 
donnent 

Ab  -f-  1 

A'b 

__Bc  A 
“ ~ li'c-ir  A' 

*■  Cd  + B 

C'd-\-B^ 

7)e  + C 

et  ainsi  de  suite. 

C 

Donc  si  on  veut  savoir  de  combien  la  fraction  ^ , par 

exemple , approche  de  la  quantité  , on  cherchera  la  différence 

C , Cd-i- B 

entre  ^ et  a ; en  prenant  pour  a la  quantité 

aura 

C Cd+B  C BC'—CIi'  I 


on 


C'~C<d-\-ü'  C'  ~C'{Od-\-B')~  0{C'd+Ü^y 

à cause  de  DO  — CB'  = i , (art.  la);  or  comme  on  sup- 
pose que  <T  soit  la  valeur  approchée  de  d,  ensorte  que  la  diffé- 
rence entre  ri  et  J'  soit  moindre  que  l’unité,  (art.  3) , il  est 
clair  que  la  valeur  de  rf.sera  renfermée  entre  les  deux  nom- 
bres et  cT  ± 1 > (le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  la 
valeur  approchée  J"  est  moindre  que  la  véritable  d,  et  le  signe 
inférieur  pour  le  cas  où  <T  est  plus  grand  que  d),  et  que  par- 
conséquent  la  valeur  de  C'd-^  B',  sera  aussi  renfermée  entre 
ces  deux-ci , B'  tt  C'  ± i)  B' , c'est-à-dire  entre 

C 

D'  et  D'  ±1  C'  ; donc  la  différence  a — ^ sera  renfermée 

l ^ J*  ' 1* 

entre  ces  deux  limites  ^ °°  pourra 

C 

juger  de  la  quantité  de  l’approximation  de  la  fraction  —, 
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i4-  En  général  on  aura 


A 1 


B 

I 

® 

B'  {B'c  -1-  A') 

C 

a — Ci  ~ 

^ O (C-d  + Æ-) 

D 

4 

1 

D~ 

D*  C£>‘e+  C') 

fet  ainsi  de  suite. 

Or  si  on  suppose  que  les  valeiirs  approchées  *,  jS,  j-,  etc. 
«oient  toujours  prises  moindres  que  les  véritables,  ces  nombres 
seront  tous  positifs,  aussi  bien  que  les  quantités  b,  c , d,  etc. 
(art.  3)  ; donc  les  nombres  A',  B',  O,  etc.  seront  aussi  tous 
positifs  ; d’où  il  s’ensuit  que  les  différences  entre  la  quantité  a 

et  les  fractions  ^ ^ , etc.  seront  alternativement  po- 

A Ji*  O 

sitives  et  négatives  ; c’est-à-dire  que  ces  fractions  seront  alter- 
nativement plus  petites  et  plus  grandes  que  la  quantité  a. 

De  plus , comme 

etc. 

(/;yp.)  on  aura 

B'c+A'’^B'y+A'-;>0,  etc. 

et  comme 

on  aura 


i < ;?>  + 1 , i5>c < 5' ( > -f.  1) -f. yf ■ < C> 5', 

C<d -f  < C‘  (J'-f- 1)  +B'  < D*  -f-  C',  etc. 

desorte  que  les  erreurs  qu’on  commettrait  en  prenant  les  frac- 
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tiens  etc.  pour  la  valeur  de  a,  seraient  respec- 

tivement  moindres  que  -^qI>  c^‘> 


1 > 1 
grandes  que  C‘(D-+C‘)  ’ ® 

d’où  l’on  voit  combien  ces  erreurs  sont  petites,  et  combien 
elles  vont  en  diminuant  d’une  fraction  à l’autre. 

, . . ...ABC 

Mais  il  y a plus  : pmsque  les  tractions ’ji»  ~ÿi> 

Bont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  quan- 
tité a , il  est  clair  que  la  valeur  de  cette  quantité  se  trouvera 
toujours  entre  deux  fractions  consécutives  quelconques;  or 
nous  avons  vu  ci-dessus,  (art.  la),  qu’il  est  impossible 
qu’entre  deux  telles  fractions  puisse  se  trouver  une  autre  frac- 
tion quelconque  qui  ait  Un  dénominateur  moindre  que  l’un  de 
ceux  de  ces  deux  fractions  ; d’où  l’on  peut  conclure  que  cha- 
cune des  fractions  dont  il  s’agit , exprime  la  quantité  a plus 
exactement  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  quelcon- 
que , dont  le  dénominateur  serait  plus  petit  que  celui  de  la  frac- 
tion suivante  ; c’est-à-dire  que  la  fraction  ^ , par  exemple , 
exprimera  la  valeur  de  a plus  exactement  que  toute  autre  frac- 
tion — , dans  laquelle  n serait  moindre  que  D. 

, » 

i5.  Si  les  valeurs  approchées  etc.  sont  toutes  ou  en 

partie  plus  grandes  que  les  véritables , alors  parmi  ces  nombres 
il  y en  aura  nécessairement  de  négatifs,  (art.  3),  ce  qm  ren- 
dra aussi  négatifs  quelques-uns  des  termes  des  séries  A,  B , 
C,  etc.  A' , B' , C‘,  etc.  parconséquent  les  différences  entre 
Ji  C 

les  fractions  quantité  a , ne  seront  plus 

alternativement  positives  et  négatives , comme  dans  le  cas  de 
l’article  précédent;  desorte  que  ces  fractions  n’auront  plus 
l’avantage  de  donner  toujours  des  limites  en  plus  et  en  moins 
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de  la  quantité  a,  avantage  qui  me  paraît  d’une  très-grande  im- 
portance , et  qui  doit  parconséquent  faire  préférer  toujours 
dans  la  pratique  les  fractions  continues  où  les  dénominateurs 
seront  tous  positifs.  Ainsi  nous  ne  considérerons  plus  dans  la 
suite  que  des  fractions  de  cette  espèce. 

i6.  Considérons  donc  la  série  etc.  dans 

laquelle  les  fractions  sont  alternativement  plus  petites  et  plus 
grandes  que  la  quantité  a,  et  il  est  clair  qu’on  pourra  parta- 
ger cette  série  en  ces  deux-ci  : 


A C 

E 

etc. 

A"  C*' 

E*’ 

B D 

F 

etc. 

B''  D“ 

F“ 

donc  la  première  sera  composée  de  fractions  toutes  plus  pe- 
tites que  a , et  qui  iront  en  augmentant  vers  la  quantité  a ; 
donc  la  seconde  sera  composée  de  fractions  toutes  plus  grandes 
que  a , mais  qui  iront  en  diminuant  vers  cette  même  quantité. 
Examinons  chacune  de  ces  deux  séries  en  particulier  : daos  la 
première  on  aura,  (art.  lo  et  la). 


C A _ y ' 

C‘ 

E C _ e 

C*  ~ C‘  £*  ’ 

et  dans  la  seconde  on  aura 


B D_  J' 

B'  D'~B‘D' 

D F _ K 

D'  F'  ~ F'  ' 

Or  si  les  nombres  7',  s,  etc,  étaient  tons  égaux  à l’unité , 

a.  Y. 
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on  pourrait  prouver,  comme  dans  l’art.  12,  qu’entre  deux 
fractions  consécutives  quelconques  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
deux  séries  précédentes , il  ne  pourrait  jamais  se  trouver  au- 
cune autre  fraction  dont  le  dénominateur  serait  moindre  que 
ceux  de  ces  deux  fractions  ; mais  il  n’en  sera  pas  de  même , 
lorsque  les  nombres  y,i,  e,  etc.  seront  différens  de  l'unité  ; 
car , dans  ce  cas , on  pourra  insérer  entre  les  fractions  dont  il 
s’agit , autant  de  fractions  intermédiaires  qu'il  y aura  d’unités 
dans  les  nombres  y — 1 , ^ — 1 ^ g _ 1 , etc.  et  pour  cela  il 
n’y  aura  qu’à  mettre  successivement  dans  les  valeurs  de  C et 
C‘,  (art.  10),  les  nombres  i,  2,  3,  etc.  y à la  place  de  y, 
et  de  même  dans  les  valeurs  de  Z)  et  £)‘ , les  nombres  1,2, 
S,  etc.  J*  à la  place  de  J",  et  ainsi  de  suite. 

17.  Supposons,  par  exemple,  que  y soit  on  aura 
C = 4B-j-J,  C'=4B'  + A\ 

et  on  pourra  insérer  entre  les  fractions  ^ et  trois  frac- 
lions  intermédiaires  qui  seront 

B + A zB  -4- A 5B  + A 
B'-t-A‘*  üB'  -i-A^’  3B‘-i-A^‘ 

Or  il  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions  forment 
ui|e  suite  croissante  arithmétiquement  depuis  A'  jusqu’à  C'  ; 
et  nous  allons  voir. que  les  fractions  ellets-mèmes  croissent  aussi 

continuelfement  depuis  jusqu’à  ^ , ensorte  qu’ü  serait  main- 
tenant impossible  d’insérer  dans  la  série 

A B + A nB  A ZB  + A 4B  A C 
A'’  B>^+A'’  nB'-^A^’  3B‘  + A‘*  + 

aucune  fraction  dont  la  valeur  tombât  entre  celles  de  deux 
fractions  consécutives,  et  dont  le  dénominateur  se  trouvât  aussi 
entre  ceux  des  mêmes  fractions.  Car  si  on  prend  les  diifé- 
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rences  entre  les  fractions  précédentes , on  aura  , à cause  de 
BA'  — AB'  = i, 


B -+-A 

A 

1 

B'+A^ 

“ A*  ~ 

■ 

sB  + A 

B +A 

1 

üB'-\-A' 

B'+A^~ 

ZB  + A 

-A 

_ 1 

ZB'+A' 

zB'-^A"' 

C 

ZB  + A 

1 

C<“ 

ZB^  + A'~ 

d’où  l’on  voit  d'abord  que  les  fractions 


B +A 
B'-t-A'^ 


vont  en  augmentant , puisque  leurs  différences  sont  toutes  po- 
sitives; ensuite,  comme  ces  différences  sont  égales  à l’unité 
divisée  par  le  produit  des  deux  dénominateurs , on  pourra  prou- 
ver par.  un  raisonnement  analogue  à celui  que  nous  avons  fait 
dans  l’art,  la,  qu’il  est  impossible  qu’entre  deux  fractions  con- 
sécutives de  la  série  précédente , il  puisse  tomber  une  fraction 

quelconque  —,  si  le  dénominateur  n tombe  entre  les  dénomi- 
nateurs de  ces  fractions , ou , en  général , s’il  est  plus  petit  que 
le  plus  grand  des  deux  dénominateurs. 


De  plus , comme  les  fractions  dont  nous  parlons , sont  toutes 

plus  grandes  que  la  vraie  valeur  de  a , et  que  la  fraction  ~ 

est  la  plus  petite , il  est  évident  que  chacune  de  ces  fractions 
approchera  de  la  quantité  a , ensorte  que  la  différence  en  sera 

plus  petite  que  celle  entre  U même  fraction  et  la  fraction  ^ ; 
or  on  trouve  ' 


à 
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B 

1 

A'^ 

B‘ 

B +A 

B 

1 

£'  -f-  A^ 

B' 

nB  A 

B 

1 

S.B'  -i-  A' 

B‘ 

^ -i- A^) 

5B  A 

B 

1 

3B‘  -f-  A^ 

B' 

C 

C 

B 

1 

B' 

C'B^' 

Donc,  puisque  ces  différences  sont  aussi  égales  ’ à l’unité 
divisée  par  le  produit  des  dénominateurs,  on  y pourra  appli- 
quer le  même  raisonnement  de  l’article  12 , pour  prouver 

qu’aucune  fraction  ^ ne  saurait  tomber  entre  une  quelconque 


des  fractions-,  etc.  et  la  fraction 

si  le  dénominateur  n est  plus  petit  que  celui  de  la  même  frac- 
tion ; d’on  il  suit  que  chacune  de  ces  fractions  approche  plus 
de  la  quantité  a que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  plus 
petite  que  a,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit,  c’est-à- 
dire,  qui  serait  conçue  en  termes  plus  simples. 

18.  Nous  n’avons  considéré  dans  l’art,  précéd.  queksfrac- 
A C . 

lions  intermédiaires  entre  et  il  en  sera  de  même  des 

. . .J.  . C E E G 

tractions  intermediaires  entre  -tt  et  ^ , entre  et  rr: , etc. 

C'  E'  E t» 

si  s , I) , etc.  sont  des  nombres  plus  grands  que  runité. 

^ .1.  . B D F 

On  peut  aussi  appliquer  a 1 autre  série  —,  ^ , etc. 

tout  ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à la  "premièra 
A'  B C 

5"’  C*’  Ç»  ®tc.  sont 
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plus  grands  que  runité  , on  pourra  insérer  entre  les  fractions 

^ et  entre  et  etc.  différentes  fractions  intermé- 
diaires toutes  plus  grandes  que  a , mais  qui  iront  continuelle- 
ment en  diminuant , et  qui  seront  telles  qu’elles  exprimeront 
la  quantité  a plus  exactement  que  ne  pourrait  faire  aucune 
autre  fraction  plus  grande  que  a,  et  qui  serait  conçue  en  termes 
plus  simples. 

De  plus , si  jS  est  aussi  un  nombre  plus  grand  que  l’unité , 

B 

t>n  pourra  pareillement  placer  avant  la  fraction  ^ les  fractions 

^ .B 

-7—»  , 3 — . etc.  jusqu  a — savoir^, 

et  ces  fractions  auront  les  mêmes  propriétés  que  les  autres 
fractions  intermédiaires. 

De  cette  manière  on  aura  donc  ces  deux  suites  complètes 
de  fractions  convergentes  vers  la  quantité  a. 

Fractions  croissantes  et  plus  petites  que  a. 

A B +A  2B  5B  -+.A- 

A''  uB'  + A''  ZB'  + A^ 

yB  + A C D + C zD 

yB'  -\-A''  O'  D'  -f  C''  zD' ZD'  + C'  . 
eD  +C  E F + E 
tD'  -t-  C'  ’ E'  ' F'  -h  E'  ’ 

Fractions  décroissantes  et  plus  grandes  que  a. 

"4-  1 üj4  1 -4“  r 

I » Z ' 3 ’ 

fi  j4.  *4“  \ B C -i-  B B 

l ’ T'’  C'+B'’  zC'-i-B'* 

IC  + B D E -^D 
D*’  E'+D'J 
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Sio 

Si  la  quantité  a est  irrationnelle  ou  transcendante,  les  deux 
séries  précédentes  iront  à l’infini,  puisque  la  série  des  fractions 

ABC  J , • r . 

^ i TT  > TT,  etc.  que  nous  nommerons  dans  la  suite  tractions 
A'  D'-  ^ 

principales,  pour  les  distinguer  des  fractions  intermédiaires, 
Ta  d’elle-même  à l’infini  lo). 


Mais  si  la  quantité  a est  rationnelle  et  égale  à une  fraction 

V 

quelconque  nous  avons  vu  dans  l’article  cité,  que  la  série 

dont  il  s’agit  sera  terminée , et  que  la  dernière  fraction  de  cette 

y 

série  sera  la  fraction  même  ; donc  cette  fraction  terminera 

aussi  nécessairement  une  des  deux  séries  ci-dessus , mais  l’autre 
série  pourra  toujours  aller  à l’infini. 

En  effet,  supposons  que  J' soit  le  dernier  dénominateur  delà 

fraction  continue , alors  sera  la  dernière  des  fractions  prm- 


cipales,  et  la  série  des  fractions  plus  grandes  que  a sera  termi- 
née par  cette  même  fraction  -,  or  l’autre  série  des  fractions 

plus  petites  que  a,  se  trouvera  naturellement  arrêtée  à la  frac- 

. C . , D , . ... 

tion  ^ qm  précédé  mais  pour  la  continuer,  il  ny  aqua 


supposer  que  le  dénominateur  e qui  devrait  suivre  le  der- 
nier dénominateur  <^,  soit  = oo  , ( art.  3 ) ; desorte  que  la  frac- 
E D 

don  — qui  suivrait  , dans  la  suite  des  fractions  principa" 
pales , serait 

çoD  -f-  C _D 

00  Z)  -t-  C^~ D'' 


or  parla  loi  des  fractions  intermédiaires  ,i\  est  clair  qu’à  causa 

C E 

de  f — 00  , on  pourrra  insérer  entre  les  fractions  ^i 
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«ne  infinité  de  fractions  intermédiaires  qui  seront 

D -\-C  2D4.C  3D+C 

Z)>  + C‘’  2Z?‘  + C'’  3é)'  + C>’ 

Ainsi,  dans  ce  cas,  on  pourrâ,  après  la  fraction^  dans  la 

première  suite , placer  encore  les  fractions  intermédiaires  dont 
nous  parlons , et  les  continuer  à l’infini. 

Problème. 


iq.  Une  fraction  exprimée  par  un  grand  nombre  de  chiffres  ^ 
étant  donnée,  trouver  toutes  les  fractions  en  moindres  termes, 
qui  approchent  si  près  de  la  vérité  , qu'il  soit  impassible  d’en 
approcher  davantage  sans  en  employer  de  plus  grandes. 

Ce  problème  se  résoudra  facilement  par  la  théorie  que  nous 
Tenons  d’expliquer. 

On  commencera  par  réduire  la  fraction  proposée  en  fraction 
continue  parla  méthode  de  l’art.  4>  ayant  soin  de  prendre 
toutes  les  valeurs  approchées  plus  petites  que  les  véritables, 
pour  que  les  nombres  /S,  y,  <T,  etc.  soient  tous  positifs;  en- 
suite , à l’aide  des  nombres  trouvés  a,  fi,  y , etc.  on  formera , 

ABC 

d’après  les  formules  de  l’art,  lo,  etc.  dont  la 

dernière  sera  nécessairement  la  même  que  la  fraction  propo- 
sée , parceque , dans  ce  cas , la,  fraction  continue  est  terminée. 
Ces  fractions  seront  alternativement  plus  petites  et  plus  gran- 
des que  la  fraction  donnée , et  seront  successivement  conçues 
en  termes  plus  grands  ; et  de  plus  elles  seront  telles  que  cha- 
cune de  ces  fractions  approchera  plus  de  la  fraction  donnée , 
que  ne  pourrait  faire  toute  antre  fraction  quelconque  qui  se- 
rait conçue  en  termes  moins  simples.  Ainsi  on  aura  par  ce 
moyen  toutes  les  fractions  conçues  en  moindres  termes  que  la 
proposée , qui  pourront  satisfaire  au  problème. 

4 
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Que  si  on  veut  considérer  en  particulier  les  fractions  plus 
petites  et  les  fractions  plus  grandes  que  la  proposée  , on  insé- 
rera entre  les  fractions  précédentes  autant  de  fractions  inter- 
médiaires  que  l’on  pourra,  et  on  en  formera  deux  suites  de  frac- 
tions convergentes,  les  unes  toutes  plus  petites  et  les  autres 
toutes  plus  grandes  que  la  fraction  donnée  , (art.  iG,  17  et  18); 
chacune  de  ces  suites  aura  en  particulier  les  mêmes  propriétés 

que  la  suite  des  fractions  principales  ^ 

fractions  dans  chaque  suite , seront  successivement  conçues  en 
plus  grands  termes  , et  chacune  d’elles  approchera  plus  de  la 
fraction  proposée  , que  ne  pourrait  faire  aucune  autre  fraction 
qui  serait  pareillement  plus  petite  ou  plus  grande  que  la  pro- 
posée, mais  qui  serait  conçue  en  termes  plus  simples. 

Au  reste  il  peut  arriver  qu’une  des  fractions  intermédiaires 
d’une  série  n’approche  pas  si  près  de  la  fraction  donnée,  qu’une 
des  fractions  de  l’autre  série,  quoique  conçue  en  termes  moins 
simples  que  celle-ci;  c’est  pourquoi  il  ne  convient  d’employer 
les  fractions  intermédiaires , que  lorsqu’on  veut  que  les  fractions 
cherchées  soient  toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  que 
ia  fraction  donnée. 

'Exemple  I. 

ao.  Suivant  M.  de  la  Caille , l’année  solaire  est  de  365^  5* 
'48'  4d"  , parconséquent  plus  longue  de  5*  4^'  49"  que  l’an- 
née commune  de  3G5^  ; si  cette  différence  était  exactement  de 
6 heures,  elle  doublerait  un  jour  au  bout  de  quatre  années 
communes  ; mais  si  on  veut  savoir  au  juste  au  bout  de  combien 
d’années  communes  cette  différence  peut  produire  un  certain 
nombre  de  jours,  il  faut  chercher  le  rapport  qu’il  y a entre 
a4'‘  et  5*  48'  49"  1 ou  trouve  ce  rapports H|ff,  desorta 
qu’on  peut  dire  qu’au  bout  de  8G400  années  communes,  il 
faudrait  intercaler  20929  jours  pour  les  réduire  à des  années 
tropiques. 

Or  comme  le  rapport  de  86400  à 20929  est  exprimé  en  ter- 
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mes  fort  grands , on  propose  de  trouver  en  des  termes  plus 
petits  des  rapports  aussi  approchés  qu  il  est  possible  de  celui-ci. 

On  réduira  donc  la  fraction  en  fraction  continue  par 

la  règle  donnée  dans  l’art.  4 > meme  que  celle  qui 

sert  à trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
donnés  : on  aura 


20020  864oo 
18371 6 
2684 


4 = 

20929 
1 8788 

2141 


7=/S 

I 

26841 

2141 

"5^1 


i=y 

2i4i 

1629 


5i2 


3=<^ 

5431  l=s 
512I 


3i 


5i2 

16 


i6^Ç 


1=/* 


s9 

i5=v 


O £ 


^Connaissant  ainsi  tous  les  quotiens  a,  y,  etc.  on  en  for- 
mera aisément  la  série  — , etc.  de  la  manière  suivante  : 

A' 

4>  7>  1.  3,  1,  16,  1,  1,  i5, 

i;  iE  ' “S  I fi  > aTo4.  ülifi.S  .S.SB9  »fi<oo 

1)  7 > 8 > 31  > 39  > ÜJû  ) 'Î9+  > >349  » »o!)»9» 

OÙ  l’on  voit  que  la  dernière  fraction  est  la  même  que  la  pro- 
posée. 

Pour  faciliter  la  formation  de  ces  fractions , on  écrira  d'a- 
bord, comme  je  viens  de  le  faire , la  suite  des  quotiens  4>7  7 1 » 
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etc.  et  on  placera  au-dessous  de  ces  coefficiens  les  fractions 
i>  Xj  etc.  qui  en  résultent. 

La  première  fraction  aura  toujours  pour  numérateur  le 
nombre  qui  est  au-dessus , et  pour  dénominateur  l’unité. 

La  seconde  aura  pour  numérateur  le  produit  du  nombre  qui 
est  au-dessus  , par  le  numérateur  de  la  première  , plus  l'unité  , 
et  pour  dénominateur  le  nombre  même  qui  est  au-dessus. 

La  troisième  aura  pour  numérateur  le  produit  du  nombre 
qui  est  au-dessus  par  le  numérateur  de  la  seconde,  plu* 
celui  de  la  première;  et  de  même  pour  dénominateur,  le  pro- 
duit du  nombre  qui  est  au-dessus  par  le  dénominateur  de  la 
seconde,  plus  celui  de  la  première. 

Et  en  général  chaque  fraction  aura  pour  numérateur  le  pro- 
duit du  nombre  qui  est  au-dessus , par  le  numérateur  de  la 
fraction  précédente , plus  celui  de  l’avant-précédente  ; et  pour 
dénominateur  le  produit  du  même  nombre  par  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  précédente , plus  celui  de  l’avant-précé- 
dente. 


Ainsi  a9  = 7.4-{-  1,7  = 7,  33=i.29-f4,  8=i.7-|-i, 
128  = 3.33-1-39,  3i=3.8-f-7,  et  ainsi  de  suite;  ce  qui 
s’accorde  avec  les  formules  de  l’art.  10. 


Maintenant  on  voit  par  les  fractions  -J,  etc.  que 

l’intercalation  la  plus  simple  est  celle  d’un  jour  dans  quatre 
années  communes,  ce  qui  est  le  fondement  du  calendrier  Ju- 
lien ; mais  qu’on  approcherait  plus  de  l’exactitude  en  n'inter- 
calant que  sept  jours  dans  l’espace  de  vingt-neuf  années  com- 
munes , ou  huit  dans  l’espace  de  trente-trois  ans , et  ainsi  de 
suite. 

On  voit  de  plus,  que  comme  les  fractions  f,  sont  al- 

ternativement plus  petites  et  plus  grandes  que  la  fraction 

24'^ 


k'h  /O'  / 1/  » l’intercalation  d’un  jour  sur  quatre  ans. sera  troj> 

5*  4”  4.9 

forte,  celle  de  sept  jours  sur  vingt-neuf  ans  trop  faible , celle 
de  huit  jours  sur  trente-trois  ans  trop  forte,  et  ainsi  de  suite  ^ 
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mais  chacune  de  ces  intercalations  sera  toujours  la  plus  exacte 
qu’il  est  possible  dans  le  même  espace  de  temps. 

Or,  si  on  range  dans  deux  séries  particulières  les  fractions 
plus  petites  et  les  fractions  plus  grandes  que  la  fraction  don- 
née , on  y pourra  encore  insérer  différentes  fractions  secon- 
daires pour  compléter  les  séries  ; et  pour  cela  on  suivra  le 
même  procédé  que  ci-dessus , mais  en  prenant  successivement 
à la  place  de  chaque  nombre  de  la  série  supérieure , tous  les 
nombres  entiers  moindres  que  ce  nombre  (lorsqu’il  y en  a). 
Ainsi,  considérant  d’abord  les  fractions  croissantes 

1,  1,  1,  i5. 

4 M > G ' «s  65  86480 

1 > ^ > 39  > “STT  > ftojjag  » 

on  voit  qu’à  cause  que  l’unité  est  au-dessus  de  la  seconde , de 
la  troisième  et  de  la  quatrième , on  ne  pourra  placer  aucune 
fraction  intermédiaire , ni  entre  la  première  et  la  seconde,  ni 
entre  la  seconde  et  la  troisième , ni  entre  la  troisième  et  la 
quatrième  ; mais  comme  la  dernière  fraction  a au-dessus  d’elle 
le  nombre  1 5 , on  pourra , entre  cette  fraction  et  la  précédente, 
placer  quatorze  fractions  intermediaires , dont  les  numérateurs 
formeront  la  progression  arithmétique  2865  -f-  556g,  2865 
-t- 2.556g,  2865  -}- 3.556g,  etc.  et  dont  les  dénominateurs 
formeront  la  progression  arithmétique  6g4 -f- 1 34,9  > + 

2.i34g,  6g4  + 3.i34g,  etc. 

Par  ce  moyen  la  suite  complète  des  fractions  croissantes 
sera 

4-  îBi  fl865  lAco.*?  aSi-ti  SoTio 

1 > » > 39  > T94  > ao43>  AZH"  > üTso  } 7439  > "STÏT  > 

Al  848 

1 O 1 

g6.too 

Jt^9a9* 

Et  comme  la  dernière  fraction  est  la  même  que  la  fraction 
donnée , il  est  clair  que  cette  série  ne  peut  pas  être  poussée 
plus  loin. 

De  là  on  voit  que  si  on  ne  veut  admettre  que  des  intercala- 
tions qui  pèchent  par  excès  ^ les  plus  simples  et  les  plus  exac^ 


A 7 4 1 7 5 a 9 B fi 

i l AÎé  f 1 a”83o  > 


141 84> 


6-ii  a4 
15533* 


6TJËJL3. 

1688» > 


75a6a 

1 8«TT  > 
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tes  seront  toujours  celles  d’un  jour  sur  quatre  années , ou  de 
huit  jours  sur  trente-trois  ans,  ou  de  trente-neuf  sur  cent  . 
soixante-un  ans,  et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  les  fractions  décroissante» 


7, 

7 > 


3, 


31  > 


iS, 

tt7oA 
"635  > 


1, 

S S g <1 
1 349  » 


et  d’abord , à cause  du  nombre  7 qui  est  au-dessus  de  la  pre- 
mière fraction , on  pourra  en  placer  six  autres  avant  celle-ci , 
dont  les  numérateurs  formeront  la  progression  arithmétique 
4+1,  2.4+1,  3.4+1,  etc  ; et  dont  les  dénominateurs 
formeront  la  progression  1 , a , 3 , etc.  ; de  même , à cause  du 
nombre  7 , on  pourra  placer  entre  la  première  et  la  seconde 
fraction  deux  fractions  intermédiaires  ; et  entre  la  seconde  et 
la  troisième  on  en  pourra  placer  i5  , à cause  du  nombre  iSqui 
est  au-dessus  de  la  troisième  ; mais  entré  celle-ci  et  la  dernière 
On  n’en  pourra  insérer  aucune , parceque  le  nombre  qui  se 
trouve  au-dessus  de  celle-ci,  est  l’unité. 

De  plus,  il  faut  remarquer  que  comme  la  série  précédente 
n’est  pas  terminée  par  la  fraction  donnée , on  peut  encore  la 
continuer  aussi  loin  que  l’on  veut,  comme  nous  l’avons  fait  voir 
dans  l’art.  i8.  Ainsi  on  aura  cette  série  de  fractions  croissantes. 


5 ^ 17  41  ü 1 48  48  9 450  6 1 I 774 

O > 6>  3»  > 70>109>  TÂTj  i 8 7' 


933  âji  14  55  1 41  6 1 .5  7 7 l 738  1 899  4 o fi o 4aai  a.3  8fl 

îTg’)  465  > 304  > 343  > 38»  > 44i  > 4fio  > 49 3 ^ o38  > o77  » 


°704 

t)io^  655  1 


.55  6 9 91  969 

i 34^*  484781 


178369 
43407  > 


464769  351169  4.3  75  6 9 

641  J ti  f TâoTTS”  > 10  5 9^4  1 


etc. 


lesquelles  sont  toutes  plus  petites  que  la  fraction  proposée , et 
en  approchent  plus  que  toutes  les  fractions  qui  seraient  con- 
çues eu  termes  moins  simples. 

On  peut  conclure  de  là,  que  si  on  ne  voulait  avoir  égard 
qu’aux  intercalations  qui  pécheraient  par  défaut , les  plus  sim- 
ples et  les  plus  exactes  seraient  celles  d'un  jour  sur  cinq  ans, 
ou  de  deux  jours  sur  neuf  ans,  ou  de  trois  jours  sur  treize 
ans , etc. 
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Dans  le  calendrier  grégorien  on  intercale  seulement  quatre- 
vingt-dix-sept  jours  dans  quatre  cents  années.  On  voit  par  la 
table  précédente  qu’on  approcherait  beaucoup  plus  de  l’exac- 
titude, en  intercalant  cent  neuf  jours  en  quatre  cent  cinquante 
années. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  réforraation  grégorienne 
on  s’est  servi  de  la  détermination  de  l’année  donnée  par  Co- 
pernic, laquelle  est  de  365'  6*49'  ao".  En  employant  cet  élé- 
ment, on  aurait,  au  lieu  de  la  fraction  celle-ci 

ou  bien  d’où  l’on  trouverait  par  la  méthode  précédente, 
les  quotiens  4 > 5,  8 , 3,  et  de  là  ces  fractions princ/pû/cA 

4.  8,  5.  3. 

4 JS9 

qui  sont,  à l’exception  des  deux  premières,  assez  différentes 
de  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus.  Cependant  on  iie 
trouve  pas  parmi  ces  fractions  la  fraction  ^ adoptée  dans  le 
calendrier  grégorien  ; et  cette  fraction  ne  peut  pas  même  se 
trouver  parmi  les  fractions  intermédiaires  qu’on  pourrait  insé- 
rer dans  les  deux  séries  f,  et  car  il  est  clair 

qu’elle  ne  pourrait  tomber  qu’entre  ces  deux  dernières  frac- 
tions, entre  lesquelles,  à cause  du  nombre  3 qui  est  au-dessua 
de  la  fraction  il  peut  tomber  deux  fractions  intermédiai- 
res , qui  seront  ^ et  ^ ; d’où  l’on  voit  qu’on  aurait  approché 
plus  de  l’exactitude,  si  dans  la  réformation  grégorienne  on 
avait  prescrit  de  n’intercaler  que  quatre-vingt-dix  jours  dans 
* l’espace  de  trois  cent  soixante  et  onze  ans. 

Si  on  réduit  la  fraction  ^ à avoir  pour  numérateur  le  nom- 
bre 86400 , elle  deviendra  Hffr,  ce  qui  supposerait  l’année 
tropique  de  365'  5*49^ 

Dans  ce  cas,  l’interpolation  grégorienne  serait  tout-à-fait 
exacte  ; mais  comme  les  observations  donnent  l'année  plus  courte 
de  plus  de  ao" , il  est  clair  qu’il  faudra  nécessairement , au 
bout  d’un  certain  espace  de  temps , introduira  une  nouvelle 
intercalation. 
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Si  on  voulait  s’en  tenir  à la  détermination  de  M.  de  la 
Caille , comme  le  dénominateur  97  de  la  fraction  —f-  se  trouve 
entre  les  dénominateurs  de  la  cinquième  et  de  la  sixième  des 
fractions  principales  trouvées  ci-devant,  il  s’ensuit,  de  ce  que 
nous  avons  démontré  (art.  i4)  , que  la  fraction  appro- 
cherait plus  de  la  vérité  que  la  fraction  ; au  reste , comme 
les  astronomes  sont  encore  partagés  sur  la  véritable  longueur 
de  l’année,  nous  nous  abstiendrons  de  prononcer  sur  ce  sujet; 
aussi  n’avons-nous  eu  d’autre  objet  dans  les  détails  que  nous 
venons  de  donner , que  de  faciliter  les  moyens  de  se  mettre  au 
fait  des  fractions  continues  et  de  leurs  usages;  dans  cette  vue, 
nous  ajouterons  encore  l’exemple  suivant. 

Exemple  II. 

ai.  Nous  avons  déjà  donné  (art.  8)  la  fraction  continue 
qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  au  dia- 
mètre , en  tant  qu’elle  résulte.de  la  fraction  de  Ludolph  ; ainsi 
il  n’y  aura  qu’à  calculer , de  la  manière  enseignée  dans  l’exem- 
ple précédent,  la  série  des  fractions  convergentes  vers  ce  même 
rapport,  laquelle  sera 


3»  7» 

i5. 

1, 

aga , i , i , i , a , 

3 ^ 

i > ? » 

3.11 
i oti  > 

355 

1 1 3 > 

103993  104348  »o834l  3l»689  8337i9 
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Ces  fractions  seront  donc  alternativement  plus  petites  et  plus 
grandes  que  la  vraie  raison  de  la  circonférence  au  diamètre , 
c’est-à-dire  que  la  première  ^ sera  plus  petite , la  seconde  ■^plus 
grande,  et  ainsi  de  suite;  et  chacune  d’elles  approchera  plus 
de  la  vérité  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  qui  serait 
exprimée  en  termes  plus  simples , ou , en  général , qui  aurait 
un  dénominateur  moindre  que  le  dénominateur  de  la  fraciion 
suivante , desorte  que  l’on  peut  assurer  que  la  fraciion  f ap- 
proche plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  frac- 
tion dont  le  dénominateur  serait  moindre  que  7 , de  même  la 
fraction  “ approchera  plus  de  la  vérité  que  toute  autre  frac- 
tion dont  le  dénominateur  serait  moindre  que  loG,  et  ainsi 
des  autres. 

Quant  à l’erreur  de  chaque  fraction,  elle  sera  toujours  moin- 
dre que  l’unité  divisée  par  le  produit  du  dénominateur  de  cette 
fraction  par  celui  de  la  fraction  suivante.  Ainsi  l’erreur  de 
la  fraction  i sera  moindre  que  f , celle  de  la  fraction  ~ sera 
moindre  que  ^ , et  ainsi  de  suite.  Mais  en  môme  temps 

l’erreur  de  chaque  fraction  sera  plus  grande  que  l’unité  divisée 
par  le  produit  du  dénominateur  de  cette  fraction,  par  la  somme 
de  ce  dénominateur,  et  du  dénominateur  de  la  fraction  sui- 
vante , desorte  que  l’erreur  de  la  fraction  f sera  plus  grande 
que  j , celle  de  la  fraction  ~ plus  grande  que  Trfrs  > et  ainsi 
de  suite , (art.  i4). 

Si  on  voulait  maintenant  séparer  les  fractions  plus  petites 
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que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , d’avec  les  plus 
grandes,  on  pourrait,  en  insérant  les  fractions  intermédiaires 
convenables , former  deux  suites  de  fractions  , les  unes  crois- 
santes et  les  autres  décroissantes  vers  le  vrai  rapport  dont  il 
s’agit  ; on  aurait  de  cette  manière 

Fractions  plus  petites  que 
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Chaque  fraction  de  la  première  série  approche  plus  de  la 
vérité  que  ne  peut  faire  aucune  autre  fraction  exprimée  en 
termes  plus  simples , et  qui  pécherait  aussi  par  défaut  ; et  cha- 
que fraction  de  la  seconde  série  approche  aussi  plus  de  la  vé- 
rité que  ne  peut  faire  aucune  autre  fraction  exprimée  en  ter- 
mes plus  simples  et  péchant  par  excès. 

Au  reste  ces  séries  deviendraient  fort  prolixes,  si  on  voulait 
les  pousser  aussi  loin  que  nous  avons  fait  celle  des  fractions 
principales  donnée  ci-dessus.  Les  bornes  de  cet  Ouvrage  ne 
nous  permettent  pas  de  les  insérer  ici  dans  toute  leur  étendue  ; 
mais  on  peut  les  trouver  au  besoin  dans  le  chap.  XI  de  l’Algèbre 
de  Wallis,  {Opemm  Mathemat.  vol.  II.) 

, Remarque. 

23.  La  première  solution  de  ce  problème  a été  donnée  par 
JVallis , àeai»  un  petit  Traité  qu’il  a joint  axix  Œuvres  pos~ 
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d’urnes  à'ïîorrocius , et  on  la  retrouve  dans  l’endroît  cité  de  soa 
Algèbre  ; mais  la  méthode  de  cet  auteur  est  indirecte  et  fort 
laborieuse.  Celle  que  nous  venons  de  donner  est  due  à Huy— 
ghens,  et  ou  doit  la  regarder  comme  une  des  principales  décou- 
vertes de  Ce  grand  géomètre.  La  construction  de  son  automate 
planétaire  parait  en  avoir  été  l’occasion.  En  effet,  il  est  clair 
que  pour  pouvoir  représenter  exactement  les  mouyemens  et  les 
périodes  des  planètes , il  faudrait  employer  des  roues  où  les 
nombres  des  dents  fussent  précisément  dans  les  mêmes  rapports 
que  les  périodes  dont  il  s’agit  ; mais  comme  on  ne  peut  pas 
multiplier  les  dents  au-delà  d’iine  certaine  limite  dépendantâ 
de  la  grandeur  de  la  roue , et  que  d’ailleurs  les  périodes  des 
planètes  sont  incommensurables,  ou  du  moins  ne  peuvent  être 
représentées  avec  une  certaine  exactitude  que  par  de  très- 
grands  nombres  , on  est  obligé  de  se  contenter  d’un  à-peu-près , 
et  la  difficulté  se  réduit  à trouver  des  rapports  exprimés  en  plus 
petits  nombres,  qui  approchent  autant  qu’il  est  possible  de  la 
vérité  , et  plus  que  ne  pourraient  faire  d’autres  rapports  quel- 
conques qui  ne  seraient  pas  conçus  en  termes  plus  grands. 

Huyghens  résout  cette  question  par  le  moyen  des  frac- 
tions continues  , comme  nous  l’avons  fait  ci-dessus  ; il  donne 
la  manière  de  former  ces  fractions  par  des  divisions  conti- 
nuelles , et  il  démontre  ensuite  les  principales  propriétés  des 
fractions  convergentes  qui  en  résultent , sans  oublier  même  les 
fractions  intermédiaires.  Voyez  , dans  ses  Opéra  posthuma,  le 
Traité  intitulé  : Descriptio  automati  planetarii^ 

D’autres  grands  géomètres  ont  ensuite  considéré  les  fractions 
continues  d’une  manière  plus  générale.  On  trouve  surtout  dans 
les  commentaires  de  Pétersbourg,  (tom.  IX  et  XI  des  an- 
ciens, et  tom.  IX  et  XI  des  nouveaux),  des  Mémoires  de 
Euler  remplis  des  recherches  les  plus  sages  et  les  plus  in- 
génieuses sur  ce  sujet’,  mais  la  théorie  de  ces  fractions,  envisa- 
gée du  coté  arithmétique  qui  en  est  le  plus  intéressant,  n'avait 
pas  encore  été,  ce  me  semble,  autant  cultivée  qu’elle  le  mé- 
».  X 
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rifait  ; c’est  ce  qui  m’a  engagé  à en  composer  ce  petit  Traité  , 
pour  la  rendre  familière  aux  géomètres.  Voyez  aussi  les  Mé- 
moires de  Berlin  pour  les  années  1767  et  1768. 

Au  reste  cette  théorie  est  d’un  usage  très-étendu  dans  toute 
l’arithmétique , et  il  y a peu  de  problèmes  de  cette  science,  au 
moins  parmi  ceux  pour  lesquels  les  règles  ordinaires  ne  suffi- 
sent pa.s,  qui  n’en  dépendent  directement  ou  indirectement. 
M.  Jean  Bernoulli  vient  d’en  faire  une  application  heureuse  et 
utile  dans  une  nouvelle  espèce  de  calcul  qu’il  a imaginé  pour 
faciliter  la  construction  des  tables  de  parties  proportionnelles. 
Voyez  le  tome  I de  son  Recueil  pour  les  astronomes. 
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PARAGRAPHE  IL  • 

Méthodes  pour  déterminer  les  nombres  entiers 
qui  donnent  les  niinima  des  formules  indé~ 
terminées  à deux  inconnues, 

IjES  questions  dont  nous  allons  nous  occuper,  et  pour  les- 
quelles nous  allons  donner  des  méthodes  directes  et  générales, 
sont  d’un  genre  entièrement  nouveau  dans  l’analyse  indéter- 
minée. On  n'avait  point  encore  appliqué  cette  analyse  aux 
problèmes  de  maxlmis  et  minimis , nous  nous  proposons  ici 
de  déterminer  les  minima  des  fractions  rationnelles  , entières 
et  homogènes  à deux  inconnues,  lorsque  ces  inconnues  doi- 
vent être  des  nombres  entiers.  Cette  recherche  nous  conduira 
encore  à la  théorie  des  fractions  continues,  et  servira  à don- 
ner à cette  théorie  de  nouveaux  degrés  de  perfection. 

PROBLÈME  I. 

a3.  Etant  donnée  une  quantité  positive  a,  et  supposant  qué 
J et  Z ne  puissent  être  que  des  nombres  entiers  positifs  et  pre- 
miers entre  eux , on  demande  de  trouver  les  valeurs  de  ces 
nombres  qui  rendront  la  formule  y — az  un  minimum  {^ab- 
straction faite  du  signe)  , relativement  à tous  les  nombres  plus 
petits  qu’au  pourrait  substituer  pour  y et  z. 

^oient  p et.  q des  nombres  entiers  et  premiers  entre  eux,’ 
qui , étant  substitués  pour  y et  a dans  la  formule  y — az,  la 
rendent  plus  petite  que  si  on  y substituait  d’autres  nombres 
moindres  que  p et  q.  Donc  prenant  pour  r et  s des  nombres 
quelconques  entiers  positifs  et  premiers  entre  eux , mais  moin- 
dres que  P et  q , il  faudra  que  la  valeur  de  p — aq  soit  moin- 
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tire  que  celle  de  r — as , abstraction  faite  des  signes  de  ce* 
quantités,  c’esl-à-dire,  en  les  prenant  l’une  et  l’autre  positi- 
vement. Prenons  r et  j-  tels  que  l’on  ait  ps  — qr  = dz  i , le 
signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  p — aq  sera  positif  , et  l’in- 
férieur, lorsque  p — aq  sera  négatif.  (Nous  verrons , dans  un 
moment , qu’il  est  toujours  possible  de  trouver  des  nombres 
qui  satisfassent  à cette  condition).  Je  vais  prouver  que  tous  les 
autres  nombres  moindres  que  p et  q , qu’on  substituerait  pour 
V et  z; , rendraient  la  formule  _y  — as  (abstraction  faite  du 
signe)  plus  grande  que  p — aq  et  que  r — as. 

En  effet,  il  est  clair  qu’on  peut  supposer  en  général 
y = pt  d-  ru , z = qtd-su, 

t et  U étant  deux  inconnues  ; or  par  la  résolution  de  ces  équa- 
tions, on  a 

y — — ~ y IL  — — ■ ' - 

ps  — qr  qr — ps 

donc,  à cause  de  ps  — qr~±i, 


t = ± (^sy  — rz),u  = ±{qy—pz)-, 

d’où  l’on  voit  que  t et  u seront  toujours  des  nombres  entiers, 
puisque  p , q , r,  s ety , zsont  supposés  entiers. 

Donc  t et  a étant  des  nombres  entiers,  et  p,  q , r,  s des 
nombres  entiers  positifs , il  est  clair  que  pour  que  les  valeur* 
de  J'  et  Z.  soient  moindres  que  celles  de  p et  q , il  faudra  néces- 
sairement que  les  nombres  t et  u soient  des  signes  dilférens. 

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur  de  r — as  sera  aussi 
de  different  signe  que  celle  de  p — aq  ; car  faisant 


on  aura 


p — aq~.P,  r — as  = R, 
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p — 1 , 

E^:^±±. 

as  ns* 

donc 

q s qs* 


donc,  puisqu’on  suppose  que  le  signe  ambigu  soit  pris  confort 

mément  à celui  de  la  quantité  p — aq  o\\  P , Il  faudra  que  la 

. , P R . . . . _ . .r  , . . _ 

quantité  — soit  positive , si  P est  positir , et  négative,  si  P 

est  négatif;  or  , comme  s est  q , et  que  R est  plus  grand  que 

P,  {hyp.) , il  est  clair  que  — sera  à plus  forte  raison  plus  grand 

P PR' 

qne  —,  ( abstraction  faite  du  signe)  ; donc  la  quantité 

sera  toujours  de  signe  différent  de  — .c’est-à-dire  de  /î,  puisque 

s est  positif;  donc  P et  R seront  nécessairement  de  signes 
différeiis, 

Cela  posé , on  aura  en  substituant  les  valeurs  ci-dessus  de 

y et 

y — az  = (p  — aq')  I + (r  — as)  u~  Pt  -j-  Ru; 


or,  t et  U étant  de  signes  d;fférens  , aussi  bien  que  P et  R , il 
est  clair  que  Pt  et  R"  seront  des  quantités  de  mêmes  signes  ;. 
donc  puisque  t et  U sont  d’ailleurs  des  nombres  entiers,  il  est 
visible  que  la  valeur  de  y — az  sera  toujours  plus  grande  que 
P et  que  R,  c’est-à-dire  que  les  valeurs  de  p — aq  et  de 
r — as  , abstraction  faite  des  signes. 

Mais  il  reste  maintenant  à savoir  si  les  nombres  p et  q étant 
donnés  , on  peut  touiours  trouver  des  nombres  r et  s moindres 
que  ceux-là , et  tels  que 

ps  — qr=:±i, 
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les  signes  Ambigus  étant  à volonté  ; or , cela  suit  évidemment  de 
la  théorie  des  fractions  continues;  mais  on  peut  aussi  le  démon- 
trer directement  et  indépendamment  de  cette  théorie.  Car  la 
difHculté  se  réduit  à prouver  qu’il  existe  nécessairement  un 
nombre  entier  positif  et  moindre  que  p,  lequel  étant  pris  pour 
r,  rendra  qr  ±.ï  divisible  par  p\  or  supposons  qu’on  substitue 
successivement  à la  place  de  r les  nombres  naturels  1,  2,  3,  etc- 
jusqu’à  P , et  qu’on  divise  les  nombres  q ± i , zq  ± 1 , 
oq  ±i , etc.  p<7  ± 1 par  p , on  aura  p restes  moindres  que 
p , qui  seront  nécessairement  tous  différens  les  uns  des  autres; 
car  si , par  exemple , mq  zfc  1 et  nq  + 1 , (m  et  ra  étant  des 
nombres  entiers  différens  qui  ne  surpassent  pas  p),  étant  di^ 
visés  par  p , donnaient  un  même  reste , il  est  clair  que  leur  dif- 
férence, (m  — n)q,  devrait  être  divisible  parp;  or  c’est  ce 
qui  ne  se  peut,  à cause  que  q est  premier  avecp,  et  que  m — n 
est  un  nombre  moindre  que  p.  Donc  puisque  tous  les  restes 
dont  il  s’agit,  sont  des  nombres  entiers  positifs  moindres  que  p 
et  différens  entre  eux,  et  que  ces  restes  sont  au  nombre  de  p y 
il  est  clair  qu’il  faudra  nécessairement  que  le  zéro  se  trouve 
parmi  ces  restes,  et  conséquemment  qu’il  y ait  un  des  nombres 
q dz  i , zq  ± 1 , Zq  ± 1 , etc.  pqdz\ , qui  soit  divisible  parp; 
or  il  est  clair  que  ce  ne  peut  être  le  dernier;  ainsi  il  y aura 
sûrement  une  valeur  de  r moindre  que  p,  laquelle  rendra  rqrt  i 
divisible  parp;  et  il  est  clair  en  même  temps  que  le  quotient 
sera  moindre  que  q;  donc  il  y aura  toujours  une  valeur  entière 
et  positive  de  r moindre  que  p,  et  une  autre  valeur  pareille 
de  s et  moindre  que  q,  lesquelles  satisferont  à l’équation 

qr±ii  , 

5 = -!—-- — , ou  ps  — qrz=z±iy 

z4-  On  voit  par  là  que  les  nombres  r et  i sont  parmi  les 
nombres  moindres  que  p et  q , ceux  qui  rendent  la  formule 
y — os  la  plus  petite. 

îious  dénoterons  pour  plus  de  simplicité  les  nombres  r et  a 
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par  p'  eiq'  *,  on  aura  ainsi  la  condition 

pq'  — qp'=±:i-. 

et  les  quantités  p -~aq  , p'  — aq'  seront  les  deux  minima  con- 
sécutifs dans  la  série  des  valeurs  de_y  — az,  en  prenant  pour 
^ et  i tous  les  nombres  qui  ne  surpassent  pas  p tt  q : ces  mi- 
nima seront  de  signes  contraires  , et  le  second  immédiateihent 
plus  grand  que  le  premier. 

Il  est  clair  qu’on  peut  trouver  de  même  deux  autres  nom- 
bres p"  et  q“  moindres  que  p'  et  q' , et  qui  aient  avec  ceux-ci 
la  même  relation  que  p‘  et  </'  Ont  avec  p et  q.  Ainsi , comme 
p'  — - aq'  est  de  signe  contraire  d ap  — oq , il  faudra  faire 

p'q"  —q'p"  = Zf 

et  la  quantité  p"  — aq"  sera  de  signe  contraire  à p'—aq' 
et  plus  grande  que  celle-ci,  mais  en  même  temps  elle  sera 
plus  petite  que  toute  autre  valeur  dey  — az  tant  que ^ et  s 
seront  moindres  que  p'  et  q'.  En  continuant  le  mêtne  raison- 
nement, on  trouvera  encore  des  nombres  p"',  q"'  moindres 
que  p",  q"  , tels  que 

piiq,}!  ~ zizi , 

et  qui  rendront  la  quantité  p'"  — -.aq"'  du  signe  contraire  à 
p"  — aq"  et  plus  grande  que  p"  — aq" , mais  moindre  que 
si  on  prenait  pourp”'  etq*"  d’autrès  nombres  moindres  que 

p"  et  q" , et  ainsi  de  suite. 

.(  ■ ■■  - . 

On  aura  de  cette  manière  deux  suites  de  nombres  entiers 
décroissans  p,  p* , p" , p'"  , etc. , q,  q',  q"  , q'"  , etc,  tels 
que  ~ “ 

p q'  — q p'  =±1 

p«  qM  — qi  pli 

pti  qui  .^qxi  piii^±,  etc. , 
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qui  donneront  la  suite  des  minimg, 

P —n 

p‘  — aq' 
p'^  — c<7” 

pttt  — aqin  ^ ^ 

de  la  formule^  — az\  ces  minima  seront  successivement  da 
signes  différens , et  formeront  une  suite  croissante,  telle  que 
chaque  terme,  comme  p"  — aq"  sera  un  minimum  relative- 
ment  aux  valeurs  de_y  et  z moindres  que  p'  et  q'. 

D’où  il  s’ensuit  que  les  termes  correspondans  des  deux  sé- 
ries p , p' , p"  , etc  , q , q\q“  , etc. , ont  des  propriétés  anar 
logues  , et  résolvent  le  problème  proposé. 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver  les  deux  séries. 

Pour  cela  je  remarque  i°.  qu’en  ajoutant  ensemble  lei^ 
équations 

pq^  — qp^~±.i,  p^q'^  — q'p"  = z^i-, 

on  a 

(.p  — p")q'—(.q  — q")p'=o, 

savoir 

q'(p— p”)=p'(q  — q"); 

donc  puisque  cette  équation  doit  subsister  en  nombres  entiers,^ 
et  que  p' , q'  sont  premieVr entre  eux  en  vertu  de  l’équation, 

• pqi-rqp'=dzi, 

il  Faudra  que  p — p"  soit  divisible  par  p';  ainsi  nommant 
le  quotient  de  cette  division , on  aura 

p— p”=pp',  p=pp'+p«'; 

^ors  l’équation  deviendra 
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pe  qui  donne  de  meme 

<]=M'  + 9"- 

On  trouvera  de  la  même  manière  en  ajoutant  ensemble  les 
deux  équations 

piqii  — q'p"  = qr  ip"q"^  — = ±;  i , 

et  faisant  des  raisonnemens  semblables , 

P'  = 1*^  P"  +p"',  q'  = p'q"  + q"' , 

p}  étant  un  nombre  entier , et  ainsi  de  suite. 

Donc  la  loi  des  deux  séries  dont  il  s'agit , sera 

P P*  +P'*  q —P-  q'  +9** 

P'  p"  q*  =p'  q" +q'" 

p"  p’-'-f-p'*  q"  —a"  ql"  + q'^ 

p"' — p"‘ p'''  -j- p''  q"‘ q*’ -f*  9''» 

les  nombres  p,  p' , p" , etc. , étant  tous  entiers  positifs,  et  le» 
nombres  p,  p‘,  p‘‘,p‘“,  etc. , q , q\  q"  , q'^' , etc.,  formant 
deux  séries  continuellement  décroissantes. 

On  voit  par  cette  loi  qu’il  suffira  de  connaître  les  nombre* 
P , p' , p" , etc.  , pour  pouvoir  trouver  tous  les  termes  de» 
deux  séries,  lorsqu’on  en  connaîtra  les  deux  derniers. 

La  substitution  des  valeurs  précédentes  donne 

p —aq  =p  (p'  —aq'  )+p"  — nq'^ 
pi  — aqi  r=p.'  (p”  — aq"  )+p”‘ — aq'" 
p"  — aq"  =p"  (p'“  — aq"')-^-p'''  — aq''' 

— aq<”=p*”(p'’  — aq”  ) -j-p»  —aq'', 
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d’où  l’on  tire 
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/* 


_ P — aq  I aq''—p 

P' — aq'  P'  — 


aq' 

p'  — aq'  aq'"  — p'" 
' p"  — aq"  p"  — aq" 


OP—P 


p'"  — aq'"  ' p' 
etc. 


■aq' 


On  a vu  plus  haut  que  les  quantités  p — aq , p'—aq'  , 
p"  — aq" , etc. , forment  une  suite  de  termes  qui  vont  en 
augmentant,  et  qui  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  -,  d’où 

il  suit  que  les  fractions  etc. 

^ p'  — aq'*  p"  — aq"‘  p'"  — aq‘"‘ 

ont  toutes  des  valeurs  négatives  et  moindres  que  l’unité , et 

qu’au  contraire  les  fractions  — ^ etc.  sont 

^ p'  — aq'  ’ p"  — aq"  ’ 

toutes  positives  et  plus  grandes  que  l’unité.  Ainsi  comme  les 

valeurs  des  premières  sont  renfermées  entre  les  limites  o et — i, 

«n  pourra  substituer  ces  limites  à leur  place  ; ce  qui  donnera 


aq"  —p"  ^ aq"  — p" 
^ p' — aq'  p' — aq' 

ai  ^09"'— P'"  ^ «7"'  —P'” 
" ^ p" — aq"  p"  — aq" 

aq"'  —p"'  aq'-'  — p"> 

^ — aq'"'^p'"  — aq'" 


1 


1 

1 , etc. 


11  est  clair  que  ces  limites  suffiront  pour  déterminer  les  nom- 
bres/ü,  p.' , y."  , etc.  puisqu’on  sait  que  ces  nombres  doivent 
être  tous  entiers.  Par  ce  moyen  , la  détermination  de  m.  ne  dé- 
pendra que  des  quatre  termes  p' , p" , q' , q" , celle  de  p,'  ne 
dépendra  que  de  p"  , p'"  , q" , q'"  , et  ainsi  de  suite-,  parcon- 
léquent,  en  connaissant  les  valeurs  dep’,  p",  et  q' , q",  on 
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trouvera  d'abord  (à  , ensuite  on  aura  p et  q par  les  formule» 
P r=  (y.p‘  -f-p" , q = pq'  + q"  données  ci-dessus. 


De  même,  en  connaissant  seulement  les  termes  p",  p' 
q"  , q‘“  , on  trouvera  d’abord  p‘  par  la  condition  de 


^ P" 


aq'"  — p‘"  ^ aq'"  — p"' 


. ..  —,  ensuite  on  aura  p* , g' par 

les  formules  p'  = p'p"  -f-  p'"  q'  — p'q"  + 7“*  ; de  là  oq 
trouvera  p , et  enfin  p et  q , et  ainsi  de  suite. 


D’où  l’on  peut  conclure  qu’il  suffira  de  connaître  les  deux 
derniers  termes  de  chacune  des  deux  séries  correspondantes  p, 
p‘ , p“ , p‘“ , etc.  q , q*,  q‘‘ , q'“  , etc  , pour  pouvoir  remon- 
ter de  là  sucessivement  à tous  les  autres  termes , et  connaîtra 
les  deux  séries  entières. 


Ce  problème  est  donc  réduit  maintenant  à trouver  les  deux 
derniers  termes  de  ces  séries. 

Pour  cela  je  remarque  que,  par  leur  nature , elles  doivent  se 
terminer  l’une  et  l’autre  à zéro;  car  les  formulesp  =pp'-f-p'*, 
p*  = /^'p‘‘  -f-p"‘  > «te. , font  voir  que  p.  est  le  quotient  et  p'* 
le  reste  de  la  division  de  p par  p*  ; que  p'  est  le  quotient  et 
p'“  le  reste  de  la  division  de  p“  par  p* , et  ainsi  de  suite,  de 
manière  que  p",  p’“,  etc.  sont  les  restes  que  l’on  trouve  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres 
p et  p'  qui  sont  supposés  premiers  entre  eux  ; parconséquent  on 
doit  nécessairement  parvenir  à un  reste  nul.  On  doit  dire  la 
même  chose  des  nombres  q** , q*‘* , etc.  qui  ne  sont  que  les  dif- 
férens  restes  qui  résulteraient  de  la  recherche  du  commun 
diviseur  de  q et  q* 

Supposons  que  la  série  q,  q‘,  q”,  etc.  se  termine  avant  sa 
correspondantep,  p’ , p“,  etc. , et  soit , par  exemple  , q*»  = o ; 
donc  l’équation 

p»>q>»  — q"y~z^  I 

«e  réduira  à 

q'“p"=  rfc  I , 
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d’où  , à cause  que  q'"  et  p*’  ne  peuvent  être  que  de»  aombre* 

entiers  positifs , il  suit  que 

q"‘=;=i,  p''’=i; 
ainsi  les  deux  quantités 

p"“  — aq'",  p'^  — aq*» 

deviendront  p'"  — a et  i . Mais  nous  avons  vu  que  ces  quan» 
tités  doivent  être  de  signes  différens , et  qu 'abstraction  faite 
des  signes,  la  seconde  doit  être  plus  grande  que  la  première, 
ces  quantités  étant  deux  ternies  consécutifs  de  la  série  des 
minima } donc  il  faudra  que  a — p*“  > o et  i ; pareonsé- 
quentp'"  < a et  > a — i. 

Ainsi  p'"  sera  connu , parceque  devant  être  un  nombre 
entier , il  ne  pourra  être  que  le  nombre  entier  qui  tombera 
entre  a et  c — i . 

Donc  en  général  dans  le  cas  dont  il  s’agit , les  deux  derniers 
termes  de  la  série  q , q'  , q”  , etc.  seront  i , o •,  et  les  corres^- 
pondans  de  la  série  p,  p' , p‘‘,  etc.  seront  st. , i , en  dénotant 
par  ce  le  nombre  entier  qui  tombe  entre  a et  a — i. 

Supposons  maintenant  que  ce  soit  la  série  p,  p* , p"  , etc, 
qui  se  termine  la  première,  et  soit  p’'',  par  exemple,  =q; 
alors  l'équation 

p»>q>''_qnyv_  — , 

devenant 

p'”q"  = q:  1, 

donnera  par  la  raison  que  p'“  et  q*’  doivent  être  entier» 
positifs, 

p'"  = i,  q"'=i  ; 

desorte  que  les  deux  quantités  p'“  — aq“' , p>»  — aq'»  qui  doi- 
Tent  fctre  de  signe  contraire , et  la  seconde  plus  grande  que  la 
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première,  deviendront  i — a^“*  — a-,  d’où  il  suit  qu’il  faudra 

que  1 — aq'"  >o  et  <[a;  ce  qui  doime  <[  i,  etparcon- 

séquent  q'"  ^ i i c’est-à-dire  que  q“*  devra  être  le 

nombre  entier  qui  tombera  entre  - et  - — i ; 

a a - 

Donc,  en  général , dans  ce  second  cas , les  derniers  termes  de 
la  série;»,  p‘,  p",  etc.  seront  i , o ; et  les  correspondans  dan» 
la  série  q,  q' , q“  , etc. , seront  /2  , i , en  dénotant  par  /5  le 

nombre  entier  qui  tombera  entre  - et  - — i . 

a a 

On  voit  par  là  que  le  premier  cas  aura  lieu  lorsque  a est  ua 
nombre  plus  grand  que  l’unité,  et  que  le  second  aura  lieu  lors- 
que a sera  moindre  que  l’unité. 

Connaissant  ainsi  les  deux  derniers  termes  correspondan». 
des  séries  p,  p‘ , p"  , etc. , q,  q',  q" , etc.,  on  pourra,  par 
les  formules  données  plus  haut , trouver  successivement , ea 
remontant,  tous  les  termes  de  ces  séries  qui  résolvent  le  pro- 
blème proposé. 

flS.  Il  est  plus  commode  de  considérer  ces  séries  à rebours, 
en  commençant  par  les  derniers  termes.  Ainsi  nous  avons  deux 
séries  croissantes  que  nous  représenterons  pour  plus  de  com- 
modité de  cette  manière  : 

P\  P'>  P".P‘",  etc.,  q»,  q>,  q"  , q>»,  etc. 
et  pour  lesquelles  nous  avons  les  déterminations  suivantes  : . 
Si  a >■  1 , 

p“=i,  p‘<a>a  — 1,  q*=o,  q‘  = r, 

SI  c < 1 , 

pP=0,  p‘  = i,  q->  = i,  q*<i>i_, 

a 4 
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ensuite 
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p"  p>  +p«,  q"  =p>  9*  +9* 

pM.  p..  ^p.  9>--f.9« 

p‘»  =p‘“p“‘  + p“,  9‘’  =p*“  9"‘+  9" 

etc.  etc. 


et  pour  la  détermination  de  p' , p"  , p‘"  , etc.  les  conditions 


< 

p>«  < 

P-  < 


P°  — 

09*  — P* 

P‘  — 
aq" — p’* 

p"  — 09*' . 

1 1 I J 


P°  — «9°  . 
«9'  — P' 

p'  — 09* 
aq"  — p*' 
p"  — aq" 


i 


I 


1 


Il  est  bon  de  remarquer  encore  que  le  second  cas  rentre  dans 
le  premier.  Car,  en  supposant  dans  les  formules  du  premier 
cas  a<^i , on  aura  nécessairement 


do  n 
et  de  là 


p>  <o>  a—  1=0; 
p»=i,  p'  = o,  q“  = o,  9'  = i, 

p«<i>i— I,  p"=i,  9”=p*-, 


desorte  qu’ici  p* , p"  et  9’ , 9"  seront  ce  que  seraient  p°  ,p’ , 
q°,  q' , dans  les  formules  du  second  cas;  et  les  termes  sui- 
vans  seront  parconséquent  les  mêmes  dans  les  deux  cas. 

On  peut  donc  établir  en  général , quel  que  soit  le  nombre 
a. , les  déterminations  suivantes , 


p“  =x 

p*  =p 

p"  =p‘  p‘  + 1 
p*‘*=p“  p“  +p* 

p*»  ;=  p*"p'**  ^p" 

etc. 


9»  = O 
9*  =1 
9“  =p* 

9***=p*'9"  +9* 

9" 

etc. 
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335 


•9* 


■aq'  — p 
aq'  — p^ 


T< 


/*"*< 


p}-  < 


P"  — aq" 
p" — aq" 
aq'"  — p“* 
aq'"—p"' 


— aq 
etc. 


IV  > 


où  le  signe  dénote  le  nombre  entier  qui  est  immédiatement 
moindre  que  la  valeur  de  la  quantité  placée  après  ce  signe. 

On  trouvera  ainsi  successivement  toutes  les  valeurs  de  p et 
q qui  pourront  satisfaire  au  problème , ces  valeurs  ne  pouvant 
être  que  les  termes  correspondans  des  deux  séries  p®,  p* , p“  , 
p'“,  etc.  et  q°,  q\  q" , q*“,  etc. 


26.  Si  on  fait 


COROLLAIRE  I. 

pL-r 

aq'—p' 

p"  — aq‘* 

, p”  — aq" 


aq'"  _p"«" 
etc. 


on  aura,  comme  il  est  facile  de  le  voir. 


etc. 
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tt/ü  <^à,  è,  /tt”  <[  c,  '*•"  <;|  d,  etc.  ; donc  les  nbmîiféï 
fji,  y',  y”,  etc.  ne  seront  autres  que  ceux  que  nous  avons 
dé.'ignés  par  y-,  etc.  dans  l’art.  3 , c’est-à-dire  que  ces 

nombres  seront  les  termes  de  la  fraction  continue  qui  repré* 
sente  la  valeur  de  a , ensorte  que  l’on  aura  ici 

O = a -| , i 

+ etc- 

Parconséquent  les  nombres  p' , p"  , p"' , etc.  seront  les  nu^ 
mérateurs,  et  q' , q" , q'"  , etc.  les  dénominateurs  des  frac-* 
tions  convergentes  vers  a,  fractions  que  nous  avons  désignées 

ci-devant  par  —,  etc.  (art.  io)i 

Ainsi  tout  se  réduit  à convertir  la  valeur  de  a en  une  frac* 
tion  continue  dont  tous  les  termes  soient  positifs , ce  qu’on 
peut  exécuter  par  les  méthodes  exposées  plus. haut,  pourvu 
qu’on  ait  soin  de  prendre  toujours  les  valeurs  approchées  en 
défaut;  ensuite  il  n’y  aura  plus  qu’à  former  la  suite  des  frac- 
tions principales  convergentes  vers  n,  et  les  termes  de  cliacune 
de  ces  fractions  donneront  des  valeurs  de  p et  q , qui  résou* 

dront  le  problème  proposé;  desorte  que -nepourraêtrequ’une 
de  ces  mêmes  fractions. 

COROLLAIRE  II. 

9.J.  Il  résulte'de  là  une  nouvelle  propriété  des  fraction* 
dont  nous  parlons;  c’est  que  nommant  - une  des  fractions  prin- 
cipales convergentes  vers  a,  (pourvu  qu’elles  soient  déduites 
d’une  fraction  continue , dont  tons  les  terme.s  soient  positifs)^ 
la  quantité  p — aq  aura  toujours  une  valeur  plus  petite, 
(abstraction  faite  du  signe),  qu’elle  n’aurait,  si  on  y mettait 
à la  place  de  p et  q d’autres  nombres  moindres  quelconques^ 
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problèmeII. 

sti.  Étant  proposée  laquantité  Ap”  -f-  + Cp"“*q* 

etc. +Vq'”,  dans  laquelle  A,  B,  C,  etc.  sont  des  nom- 
bres entiers  donnés  positifs  ou  négatifs , et  où  p et  q sont  des 
nombres  indéterminés  qu'on  suppose  devoir  être  entiers  et  po~ 
sitifs  ; on  demande  quelles  valeurs  on  doit  donner  à p el  q , ^ 
pour  que  la  quantité  proposée  devienne  la  plus  petite  qu’il 
est  possible. 

Soient  a,  j8,  y , etc.  les  racines  réelles,  et  \/  — i 

‘7T±.p  — 1 , etc.  les  racines  imaginaires  de  l'équation. 

' . , r I 

- ■ + Cx"‘ - * -f- etc  + O , 
on  aura  par  la  théorie  des  équations 

Ap”'  -f-  Bp'"-~  ‘ q + Cp’’'  ~ *q*  + etc . •f-T'q”^. 

=A  (^p—<tq'){p—4q)  ip-yq)...  (/>— (/x+y  |/— 1)7) 

(p_ ^ V/— i ) 7)  (p  — ( 7 + O 7 ) 

(P_(t_,V/—  1)7) ~Aip  — <tq)(p  — ^q) 

(^p  — yq)...  ((p  — p7)‘  + i-*7*)((p— T7)‘-f 

Donc  la  question  se  réduit  à faire  ensorte  que  le  produit  des 
quantités  p — <*7,  p — &q  , p — yq , etc.  et  (p  — , 7)’  + ‘*7% 
(p — '7)“+  “7“,  etc.  soit  le  plus, petit  qu’il  est  possible;  tant 
que  p et  q sont  des  nombres  entiers  positifs. 

Supposons  qu’on  ait  trouvé  les  valeurs  de  p et  7 qui  répon- 
dent au  minimum  ; si  l’on  met  à la  place  de  ^ et  7 d’autres 
nombres  moindres,  il  faudra  que  le  prqduit  dont  il  s’agit,  ac- 
quière une  valeur  plus  grande.  Donc  il  faudra  nteessairement 
que  quelqu'un  des  facteurs  augmente  de  valeur.  Or  il  est  vi.si- 
ble  que  si  a,  par  exemple,  était  nég'atif,  le  facteur  p — etq  di- 
minuerait toujours,  lorsque  p et  q décroîtraient  la  même 
2.  ï 
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chose  arriverait  au  facteur  (p  — pç)*  si  était  néga- 

tif, et  ainsi  des  autres;  d’où  il  s’ensuit  que  parmi  les  facteurs 
simples  réels , il  n’y  a que  ceux  où  les  racines  sont  positives , 
qui  puissent  augmenter  de  valeur  ; et  parmi  les  facteurs  doubles 
imaginaires , il  h^y  aura  que  ceux  où  là  partie  réelle  de  la  ra~ 
dne  imaginaire,  sera  positive , qui  puissent  augmenter  aussi  : de 
plus  fl  fâut  remarquer , àl’égard  de  ces  derniers , que  pour  que 
(p  — pq)*  4-  y*  q*  augmente  tandis  que  p et  q diminuent , il  faut 
nécessairement  que  la  partie  (p  — ftq  )“  augmente , parceque 
l’autre  terme  f*q*  diminue  nécessairement  ; desorte  que  l'aug- 
mentation de  ce  facteur  dépendra  de  celle  de  p — pq,  et 
ainsi  des  autres. 

Donc  les  valeurs  de  p et  q qui  répondent  an  minimum , 
doivent  être  telles  que  la  quantité  p — oq  augmente,  en  don- 
nant à p et  q des  valeurs  moindres , et  prenant  pour  a une  des 
racines  réelles  positives  de  l’équation 

etc.-f-^=o, 

ou  une  des  parties  réelles  positives  des  racines  imaginaires  de  la 
même  équation,  s’il  y en  a. 

Soient  r et  s deux  nombres  entiers  positifs , moindres  que  p 
efq;  il  fatidra  donc  que  r — as  soit  > p —aq , (abstraction 
faite  du  signe  de  ces  deux  quantités).  Qu’on  suppose,  comme 
daaa  l’article  a3 , que  ces  nombres  soient  tels  que 

pj  — qr=±  1, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu,  lorsque  p — oq  est  positive;  et 
l’inférieur , lorsque  p — aq  est  négative;  ensorte  que  les  deux 
^antîtésp  — aq  et  r—as  deviennent  de  différens  signes,  et 
l’ôn'aurà  exactement  le  cas  auquel  nous  avons  réduit  le  pro- 
blème précédent , (art.  a4),  et  dont  nous  avons  déjà  donné  la 
solution. 

Donc , (art.  a6  ) , les  valeurs  p et  q devront  nécetsanrement 
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se  trouver  parmi  les  termes  des  fractions  principales  conver- 
gentes vers  a , c’est-à-dire  vers  quelqu’une  des  quantités  que 
nous  avons  dit  pouvoir  être  prises  pour  a.  Ainsi  il  faudra  ré- 
duire toutes  ces  quantités  en  fractions  continues,  (ce  qu’on 
pourra  exécuter  facilement  par  les  métliodes  enseignées  ail- 
leurs), et  en  déduire  ensuite  les  fractions  convergentes  dont 
il  s'agit,  après  quoi  on  fera  successivement  p égal  à tous  les 
numérateurs  de  ces  fractions , et  q égal  aux  dénominateurs 
correspondans , et  celle  de  ces  suppositions  qui  donnera  la 
moindre  valeur  de  la  fonction  proposée,  sera  nécessairement 
aussi  celle  qui  répondra  au  minimum  cherché. 

REMARQUE  I. 

39.  Nous  avons  supposé  que  les  nombres  p et  q devaient  êtra 
tous  deux  positifs  ; il  est  clair  que  si  on  les  prenait  tous  deux  né- 
gatifs, il  n’en  résulterait  aucun  changement  dans  la  valeur 
absolue  de  la  formule  proposée  ; elle  ne  ferait  que  changer  de 
signe  dans  le  cas  où  l’exposant  m serait  impair  ; et  elle  demeu- 
rerait ab.<-oIument  la  même , dans  le  cas  où  l’exposant  m serait 
pair;  ainsi  il  n'importe  quels  signes  on  donne  aux.nombresp  etq, 
lorsqu’on  les  suppose  tous  deux  de  mêmes  signes. 

Mais  il  n’en  sera  pas  de  même,  si  on  donne  àp  et  q des  signes 
dilTérens;  car  alors  les  termes  ahernattfsde  l'équation  proposée, 
changeront  de  signe , ce  qui  en  fera  changer  aussi  aux  racines 
«,  (8,  y,  etc.  1,  1,  etc.  desortequo 

celles  des  quantités  a,  )S,  y , etc.  p,  t,  etc.  qui  étaient  néga- 
tives , et  parconséquedt  inutiles  dans  le  premier  cas , devien- 
dront positives  dans  celui-ci , et  devront  être  employées  à la 
place  des  autres. 

De  là  je  conclus  en  général  que  lorsqu’on  recherche  le  mini- 
mum de  la  formule  proposée  sans  autre  restriction,  sinon  quep 
et  q soient  des  nombres  entiers,  il  faut  prendre  successivement 
pour  a toutes 'les  racines  réelles  «,  /î,  y,  etc.  et  toutes  les 

a 


i 

I 

r * Di  : Crîot^li 


O 
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parties  réelles  fi,  rr,  des  racines  imaginaires  de  l’éqnation 

etc.  +^=o, 

en  faisant  abstraction  des  signes  de  ces  quantités  ; mais  ensuite 
il  faudra  donner  kp  etq  les  mêmes  signes  , ou  des  signes  diffé- 
rens,  suivant  que  la  quantité  qu'on  aura  prise  pour  a,  aura  eu 
originairement  le  signe  positif  ou  le  signe  négatif. 

; 

REMARQUE  II. 

5o.  Lorsque  parmi  les  racines  réelles  a,  iS,  y,  etc.  il  y en  a de 
commensurables,  alors  il  est  clair  que  la  quantité  proposée  de- 
viendra nulle,  en  faisant^  égal  à ime  de  ces  racines;  desorte 

que,  dans  ce  cas,  il  n’y  aura  pas , à proprement  parler,  de  mini- 
mum; dans  tous  les  autres  cas  il  sera  impossible  que  la'^  quan- 
tité dont  il  s’agit,  devienne  zéro , tant  que  p et  q seront  des 
nombres  entiers;  or  comme  les  coefTiciens  A , B , C,  etc.  sont 
aussi  des  nombres  entiers  (hyp.")  , cette  quantité  sera  toujours 
égale  à un  nombre  entier , et  parconséquent  elle  ne  pourra  ja- 
mais être  moindre  que  l’unité. 

Donc  si  on  avait  à résoudre  en  nombres  entiers  l’équation 

Ap”'  Bp’"  “ ’q  -f-  Cp’"  ~~  etc.  -f-  F'q'"  = zhi , 

il  faudrait  chercher  les  valeurs  de  p etq  par  la  méthode  du 
problème  précédent,  excepté  dans  les  cas  où  l’équation 

-f- ‘ -f- Cx”"® -t- etc. -f-^=o, 

I 

aurait  des  racines  ou  des  diviseurs  quelconques  commensurar 
. bies  ; car  il  est  visible  que  la  quantité 

Ap’"  Bp’" -.'q Cp’"~'*q* etc. 

pourrait  se  décomposer  en  deux  ou  plusieurs  quantités  sem- 
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blables  de  degrés  moindres  ; desorte  qu’il  faudrait  que  chacune 
de  ces  formules  partielles  fût  égale  à l'unité  en  particulier , ce 
qui  donnerait  pour  le  moins  deux  équations  qui  serviraient  à 
déterminer  p et  q. 

Nous  avons  déjà  donné  ailleurs  (^Mémoires  de  V Académie 
de  Berlin  pour  Fannée  1768)  , une  solution  de  ce  dernier  pro- 
blème ; mais  celle  que  nous  venons  d’indiquer  est  beaucoup 
plus  simple  et  plus  directe , quoique  toutes  les  deux  dépendent 
de  la  même  théorie  des  fractions  continues. 

PROBLÈME  III. 

3i.  On  demande  les  valeurs  dep  et  de  q,  qui  rendront  la 
quantité 

Ap»+Bpq-f-Cq* 

la  plus  petite  qu’il  est  possible , dans  F hypothèse  qu’on , n’ad- 
mette pour  P et  q que  des  nombres  entiers. 

Ce  problème  n’est,  comme  l’on  voit , qu’un  cas  particulier 
du  précédent  ; niais  nous  avons  cru  devoir  le  traiter  à part, 
parcequ’il  est  susceptible  d’une  solution  très-simple  et  très- 
élégante  , et  que  d’ailleurs  nous  aurons  dans  la  suite  oc- 
casion d’en  faire  usage  dans  la  résolution  des  équations  du  se- 
cond degré  à deux  inconnues , en  nombres  entiers. 

Suivant  la  méthode  générale  il  faudra  donc  commencer  par 
chercher  les  racines  de  l’équation 

Ak*  -f~  Bk  -f-  C=  O, 
lesquelles  sont,  comme  l’on  sait, 

zA 

Or,  1®.  si  B*  — 4-^C  est  égal  à un  nombre  carré , les  deux 
racines  seront  commensurables,  et  il  n’y  aura  point  de  mini- 
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mum  proprement  dit,  parceque  la  quantité  Ap‘  + Bpq  Cq* 
pourra  devenir  nulle. 

2®.  Si  .5“  — n’est  pas  un  carré,  alors  les  deux  racines 
seront  irrationnelles  ou  imaginaires,  suivant  que 
sera  >•  ou  <^o,  ce  qui  fait  deux  cas  qu’il  faut  considérer  sé- 
parément ; nous  commencerons  par  le  dernier , qui  est  le  plus 
facile  à résoudre. 

Premier  cas  lorsque  B*  — 4-^C<^o. 

32.  Les  deux  racines  étant,  dans  ce  cas,  imaginaires , on  aura 

pour  la  partie  toute  réelle  de  ces  racines,  laquelle  devra 

parconséquent  être  prise  pour  a.  Ainsi  il  n’y  aura  qu’à  réduire 

la  fraction  , (en  faisant  abstraction  du  signe  qu’elle  peut 

avoir),  en  fraction  continue  par  la  méthode  de  l’art.  4,  et  en 
déduire  ensuite  la  série  des  fractions  convergentes,  (art.  10)  , 
laquelle  sera  nécessairement  terminée;  cela  fait,  on  essaiera 
successivement  pour  pies  numérateurs  de  ces  fractions,  et 
pour  q les  dénominateurs  correspondans,  eu  ayant  soin  de  don- 
ner à pet  q les  mêmes  signes  ou  des  signes  différens,  suivant 
. ^ 

que  sera  un  nombre  positif  ou  négatif.  On  trouvera  de 

cette  manière  les  valeurs  de  p et  q , qui  peuvent  rendre  la  for- 
mule proposée  un  moindre. 

EXEMPLE. 

Soit  proposée , par  exemple,  la  quanlilé 
49P®  — 238pq  -f-  agcq*. 

On  aura  donc  ici 

A = 4ÿ,  B = — 238,  C=2go; 
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donc 

B^-4^C  = -i96,  = ^ = 

Opérant  donc  sur  cette  fraction  de  la  manière  enseignée  dans 
l’art.  4 , on  trouvera  les  quotiens  a,  a,  3 , à l’aide  desquels  on 
formera  ces  fractions,  (voyez  l’art,  ao), 

a , a , 3. 

I a s 1 T 
V • i } at  7* 

Desorte  que  les  nombres  à essayer  seront  i , a , 5 , 17.  pour 
P,  et  O,  1 , a , 7 , pour  q ; or  désignant  par  P la  quantité  pro- 
posée , on  trouvera 

P q P 

X O % 

a I 10 

5 a 5 

»7  7 49  ; 

d’où  l’on  volt  que  la  plus  petite  valeur  de  P est  5 , laquelTe 
résulte  de  ces  suppositions 

p=5,  q = a; 

ainsi  on  peut  conclure,  en  général , que  la  formule  proposée  ne 
pourra  jamais  devenir  plus  petite  que  5 , tant  que  p et  q seront 
des  nombres  entiers  ; desorte  que  le  minimum  aura  lieu , 
lorsque 

p = 5 et  q = a. 

Second  cas  lorsque  B“ — 4-^^  ^ 

33.  Comme  dans  le  cas  présent  l’équation 

-f- iîjc -f- O 

a deux  racines  réelles  irrationnelles , il  faudra  les  réduir.e  l’vnvs 
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et  l'autre  en  fractions  continues.  Cette  opération  peut  se  faire 
avec  la  plus  grande  facilité  par  une  méthode  particulière  que 
nous  avons  exposée  ailleurs,  et  que  nous  croyons  devoir  rap- 
peler ici , d'autatit  qu’elle  se  déduit  naturellement  des  formules 
de  l’article  a5,  et  qu’elle  renferme  d’ailleurs  tous  les  principes 
nécessaires  pour  la  solution  complète  et  générale  du  problème 
proposé. 


Dénotons  donc  par  a la  racine  qu’on  a dessein  de  convertir 
en  fraction  continue , et  que  nous  supposerons  toujours  posi- 
tive, et  soit  en  meme  temps  b l’autre  racine,  on  aura,  comme 


l’on  sait, 


a-}-b:=  — 


B 

A' 


d'où 


ou  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

B'  — 4AC  = E,  a-b  — ^^, 

où  le  radical  E peut  être  positif  ou  négatif;  il  sera  positif, 
lorfqne  la  racine  a sera  la  plus  grande  des  deux,  et  négatif, 
lorsque  cette  racine  sera  la  plus  petite  ; donc 

,_—B-\-\/E  ^ —B  — \/E 

^.A  ' -J.A  ' 


Maintenant,  si  on  conserve  les  mêmes  dénominations  de  l’ar- 
ticle 9.5 , il  n’y  aura  qu’à  substituer  à la  place  de  a la  valeur 
précédente,  et  la  difficulté  ne  consistera  qu’à  pouvoir  déter- 
miner facilement  les  valeurs  entières  approchées ft',  /ü",  etc. 


Pour  faciliter  ces  déterminations,  je  multiplie  le  haut  et  le 


bas  des  fractions 


P®  — op*  — P*  p' 


■0(7' 


a</‘ 


Tï» — TTî -777.  etc.  respeo- 

■p*  p" — atf“  nef‘“ — p'*’ 


tivementpar  (iq'  — p'),  A (p“  — bç"),  A (ùq'“— p“'),etc. 
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A (p”  — aq”)  — hq”)  = A 
A(^aq'  — p'){bq'  — p')~Ap^  — AÇ^a+b')  p'q'  — Aabq* 
= 4-  Cq* , 

A (p"  — aq")(p^‘  — bq’‘)  = Ap"^ — A {a-\~b')p"q'' — Aabq* 

z=A'p\+  Bp"q"  + Cq*,  etc. 
A(ip>-aqnibq'-p')=-uA-\B-is/E, 
A{aq'—p'){p''—bq") 

= — Ap'p"-^-  Aap"q'-\-Abp'q" — Aabq'q" 
=—Apy'  — Cq'q"  — {B  (p  V*  + ç'p") 

+ ii/£(p-y-<?>‘p‘),  ..  . 

^(p“-n<7“)(^'</"‘— <7’”) 

= — Ap^'p'"  + Aap'"p"  + Abp"q"'  — Aabq"q'" 

= — Ap'Y"  — Cq"q'"  — \B  (p"q"'  + 9"p“*) 

+ WEip"'q"-Cq'^y'), 
et  ainsi  de  suite  : je  fais,  pour  abréger, 

P°  —A 

> P'  =.^p»+i5p‘  q'  +Cq' 

=Ay+ Bp"  q"  + Cq‘ 

P"'=Ày  -f-  Bp"'q'"  + Cç»,  etc. 

Ç*  =ifl 

Ç*  ^Ap.  +iB 

Ç"  =Ay  p"  + A B (p«  q"  + q'  P"  )+  Cç>  q" 
Ç'"=Ap‘y"  + i 5 (p»^“*  + q>y<‘  ) + Cq"q"‘ , etc. 

J’aurai , à cause  de  • ' 

p"q' — q’y=:i  f p‘"q" — ç*"p"=— 1 , p'’’q'"—q'''p'"zs.i , etc.' 
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les  forranles  saivantes. 


< 


po 


< 


-iVE 

P' 

— Q»  +U/E 


/*"  < 

* 

__  p">  — i\/£: 


/ 


Or  si  dans  l’expression  de  Ç”  on  met  pour  q”  et  p"  leurs 
valeurs  jt^'p*  + i et  , elle  deviendra  -f-  Q'\  de  même 
si  on  substitue  dans  l'expression  de  Q"‘ pour  p‘"  et  <jf"'  leurs 
valeurs  p’‘p"-f“P'i  et  p*'ç“  -f- q' , elle  se  changera  en 
^11  pu  ^ pu  ^ et  ainsi  du  reste  ; desorte  que  l’on  aura 


Q*  =(ji  P“  +Ç" 

Ç”  P'  -I-  Q* 

Ç"‘=p>*  P”  + Q'* 

Ç‘»  =p’“P"*4- Ç'“,  etc. 

Pareillement  si  on  substitue  dans  l’expression  de  P"  les  va- 
leurs de  p"  et  q" , elle  deviendra  p*  P*  + ap*  Q*  + J et  si 
on  substitue  les  valeurs  de  p“*  et  q'“  dans  l’expression  de 

P"' , elle  deviendra  p*P‘*  ap"  Ç"  + P* , et  ainsi  de  suite; 
desorte  que  l’on  aura 

P*  =p»P»  +ap  Q“  +C 

P’*  =p*P*  -fap*  Ç*  +P» 

P“'  = p^P“  +ap"  +P‘ 

P'!  =p“P‘"-l-3p‘“Ç‘“  + P",  etc. 

Ainsi  on  pourra,  à l’aide  de  ces  formules;  cpntinuer  aussi 
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loin  qu’on  voudra  les  suites  des  nombres  ju , fx‘,  /u”,  etc.;  Q°, 
Ç‘,  Ç",  etc.,  et  P°,  P‘,  P"  , etc.  qui  dépendent,  comme 
l’on  voit  , mutuellement  les  uns  des  autres,  sans  qu’il  soit 
nécessaire  de  calculer  en  même  temps  les  nombres  p“ , p' , 
p",etc.  etq“,  q',  , etc. 

On  peut  encore  trouver  les  valeurs  de  P\  P",  P*“,  etc. 
par  des  formules  plus  simples  que  les  précédentes , en  remar- 
quant que  l’on  a 

~\B-  — AC, 

Ç*  _ /» P» P*  + Q‘)*—  P‘  + 3p‘  Q*  + ^ 

z=zq'  — AP\  > 

et  ainsi  de  suite  ; c’est-à-dire 


d’où  l’on  tire 


— P°  z=\E 
_P'  P''— LE 
<ÿi_P"P»'=ip,  etc. 


Q^—LE 

51  V •* 


— J E 

pu  — V > A 


• Les  nombres  p,  p’ , p'* , étant  donc  trouvés ÿnsi,  on  anr* 
(art.  a6),  la  fraction  continue 


..  - « = /*  + -7  ,_1 

^ P”  -f-  etc. 

Et  pour  trouver  le  minimum  de  la  formule  Api^  + Bpq  + Cq’, 


Digilized  by  Googk 


ADDITIONS. 


348 

il  n’y  aura  qu’à  calculer  les  nombres  p”,  p' , p"  , p'"  , etc.  et 
q' , q“ , q‘“  , etc.  (art.  a5),  et  les  essayer  ensuite  à la 
place  de  p et  q ; mais  on  peut  encore  se  dispenser  de  cette 
opération,  en  remarquant  que  les  quantités  P^,  P' , f*'*,  etc. 
ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  de  la  formule  dont  il  s'agit, 
lorsqu’on  y fait  successivement 

P=P°>  P'>  P">  et  q = q”  ,q\q'\  etc. 

Ainsi  il  n’y  aura  qu'à  voir  quel  est  le  plus  petit  terme  de  la 
suite  P°,  P',  P",  etc.  qu’on  aura  calculée  en  même  temps 
que  la  suite  p,  p‘ , p“ , etc.  et  ce  sera  le  minimum  cherché; 
on  trouvera  ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  p et  q par 
les  formules  citées. 


34.  Maintenantje  dis  qu’en  continuant  la  série  P®,  P*, P”, etc. 
en  doit  nécessairement  parvenir  à deux  termes  consécutifs 
de  signes  différens , et  qu’alors  tous  les  termes  suiyans  se- 
ront aussi  deux  à deux  de  dilférens  signes.  Car  on  a,  (art.  pré- 
cédent). 


po=^(p®— aq®)(p®— iq»),  P'=A(^p'—aq'){p'—bq'),  etc. 


or  de  ce  qu’on  a démontré  dans  le  problème  II,  il  s’ensuit  que 
les  quantités  p° — aq°,  p' — aq' , p" — aq",  etc.  doivent  être  de 
signes  alternatifs  , et  aller  toujours  en  diminuant  ; donc,  1°.  si  b 
est  une  quantité  négative , les  quantités  p® — bq* , p' — bq',  etc. 
•eront  toutes  positives;  parconséquent  les  nombres  P®,  P', 
P",  seront  tous  de  signes  alternatifs;  a®,  si  i est  une  quantité 
positive,  comme  les  quantités  p'—aq'j  p" — aq“,  etc.  et,  à plus 


P*  P** 

forte  raison,  celles-ci,  a,- a,  forment  une  suite 

q'  ' q" 

décroissante  à l’infini , on  arrivera  nécessairement  à une  de  ces 


dernières  quantités,  comme  — cquisera<(a — &, (abstrac- 

P” 

tion  faite  du  signe),  et  alors  toutes  les  suivantes,  ^ — a, 
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^ — a,  le  seront  aussi;  desorte  que  toutes  les  quantités 


M<11 

a — — Oj  û — ^ + — O,  etc.  seront  nécessaire- 

ment de  même  signe  que  la  quantité  a — i ; parconséquent  les 

f P**' 

quantités  et  celles-ci,  p'“  — bq'"  , 


p'’’  — bq"' , etc.  à l’infini , seront  toutes  de  même  signe;  donc 
les  nombres/**",  P'” , etc.  seront  tous  de  signes  alternatifs. 

Supposons  donc  , en  général,  que  l’on  soit  parvenu  à des  ter- 
mes de  signes  alternatifs  dans  la  série  JP*,  /***,  /*•**,  etc.  et 


que  soit  le  premier  de  ces  termes , ensorte  que  tous  les  ter- 
mes, P^ , ^ etc.  à l’infini,  soient  alternativement 

positifs  et  négatifs , je  dis  qu’aucun  d’eux  ne  pourra  être  plus 
grand  que  E.  Car  si,  par  exemple,  les  nombres  P***,  P***, 
P',  etc.  sont  tous  de  signes  alternatifs,  il  est  clair  que  les 
produits  deux  à deux,  P***P‘»,  p>v  py ^ etc.  seront  néces- 
sairement tous  négatifs  ; mais  on  a,  (art.  précéd.). 


Ç*  — P*"P"'  = £,  Ç**-— P*’P’  = £,  etc.; 


donc  les  nombres  positifs , — P***  P'^ , — P*'*  P» , seront  tous 
moindres  que  E,  ou  au  moins  ils  n’excéderont  pas  E]  desorte 
que,  comme  les  nombres  P' , P" , P‘“  ^ etc.  sont  d’ailleurs 
tous  entiers  parleur  nature,  les  nombres  P*",  P***,  etc.  et,  en 

général , les  nombres  P^ , P’' , etc.  (abstraction  faite  de 
leurs  signes),  ne  pourront  jamais  surpasser  le  nombre  E. 

Il  s’ensuit  aussi  de  là  que  les  termes  Ç"*,  Ç**,  etc.  et,  en  gé- 
néral, Ç^+%tc.  , ne  pourront  jamais  être  plus  grands 

que  y/  E. 

D’où  il  est  facile  de  conclure  que  les  deux  séries  P*',  P^'*'* 

,etc.et^  , \j  , y , etc.  quoique  poussées  a lin- 
fini,  ne  pourront  être  composées  que  d'un  certain  nombre  de 


I 
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termes  düFérens , ces  termes  ne  pouvant  être , pour  la  première 
que  les  nombres  naturels  jusqu’à  E pris  positivement  ou  négati- 
vement , et  pour  la  seconde  , les  nombres  naturels  jusqu'à  (/  E 
avec  les  fractions  intermédiaires  j,  etc.  pris  aussi  posi- 

tivement ou  négativement;  car  il  est  visible  par  les  formules 
de  l’article  précédent,  que  les  nombres  Ç‘,  Ç" , etc. 

seront  toujours  entiers , lorsque  B sera  pair , mais  qu’ils  con- 
tiendront chacim  la  fraction  ^ , lorsque  B sera  impair. 

Donc,  en  continuant  les  deux  séries  P' , P",  P“',  etc.  et 
Ç*>  Ç“»  Ç‘“  > **  arrivera  nécessairement  que  deux  ter- 

mes correspondans,  comme  et  reviendront  après  un 
certain  intervalle  de  termes  dont  le  nombre  pourra  toujours 
être  supposé  pair  ; car , comme  il  faut  que  les  mêmes  termes 

P^et  reviennent  en  même  temps  une  inimité  de  fois,  à 
cause  que  le  nombre  des  termes  différons  dans  l’une  et  dans 
l’autre  série  est  limité,  et  parconséquent  aussi  le  nombre  de 
leurs  combinaisons  différentes , il  est  clair  que  si  ces  deux  ter- 
mes revenaient  toujours  après  un  intervalle  d'un  nombre  impair 
de  termes , il  n’y  aurait  qu’à  considérer  leurs  retours  altema- 
nativement , et  alors  les  inter^'alles  seraient  tous  composés  d’un 
nombre  pair  de  termes. 

On  aura  donc,  en  dénotant  par  ap,  le  nombre  des  termes 
intermédiaires  , 

t 

V 1 ^ Tiff  ^ +1 

et  alors  tous  les  termes  P , P , P etc.  Q , Q , 

V > 1^  i P » reviendront  aussi  au  bout 

de  chaque  intervalle  de  üp  termes.  Car  il  est  facile  de  voir  par 
les  formules  données  dans  l’article  précédent  pour  la  déter- 
mination des  nombres  pt*,  /4‘‘,  etc.  Ç',  Ç",  Ç’“,  etc. 
et  P',  P*',  P‘*‘ , etc.  que  dès  qu’on  aura 

P'-^*'=P",et  = 
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ensuite 


* 

=/*  > 


J»  *+•  3/  4- 1 Q?r  •+■  I 


-t-  3»  H-  I P*  -4- 1 . 


donc  aussi 
et  ainsi  de  suite 


» -♦-  3»  I TT  + 3* 
H =(4. 


Donc  si  n est  un  nombre  quelconque  égal  ou  plus  grand 
que  et  que  m dénote  un  nombre  quelconque  entier  positif , 
on  aura  en  général 


pü  + amp  _ çn  -f  amp  _ ^ + amp  _^n . 

desorte  qu’en  connaissant  les  <ir  -{~ap  premiers  termes  de  cha- 
cune de  ces  trois  suites,  on  connaîtra  aussi  tous  les  suivans 
qui  ne  seront  autre  chose  que  les  ap  derniers  termes  répétés 
àTinSni  dans  le  même  ordre. 

De  tout  cela  il  s’ensuit  que  pour  trouver  la  plus  petite  va- 
leur de  P = ■+■  Bpq  -f-  Cq' , il  suffit  de  pousser  les  séries 

P° , P‘,  P" , etc.  et  Ç®,  Ç‘,  etc.  jusqu’à  ce  que  deux 

termes  correspondans , comme  et  reparaissent  ensem- 
ble après  un  nombre  pair  de  termes  intermédiaires,  ensorte 
que  l'on  ait 

alors  le  plus  petit  terme  de  la  série  P®,  P*,  P“,  etc. 
sera  le  minimum  cherché. 


COROLLAIRE  I. 


35.  Si  le  plus  petit  terme  de  la  série  P® 
P*  ne  se  trouve  pas  avant  le  terme  P^, 


, P‘  , P“,  et«. 

V 

alors  ce  terme 
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reparaîtra  une  infinité  de  fois  dans  la  même  suite  prolongée  à 
l’infini  ; ainsi  il  y aura  alors  une  infinité  de  valeurs  de  p et  de 
g qui  répondront  au  minimum,  et  qu’on  pourra  trouver  toutes 
par  les  formules  de  l'art.  a5 , en  continuant  la  série  des  nom- 
bres p.' , /x",  p"‘,  etc.  au-delà  du  terme  par  la  répé- 

tition  des  memes  termes  p , p , etc.  comme  on  1 a 
dit  plus  haut. 

On  peut  aussi , dans  ce  cas , avoir  des  formules  générales  qui 
représentent  toutes  les  valeurs  de  p et  de  </  dont  il  s’agit;  mais 
le  détail  de  la  méthode  qu’il  faut  employer  pour  y parvenir, 
nous  mènerait  trop  loin  -,  qu.ant  à présent,  nous  nous  conten- 
terons de  renvoyer  pour  cet  objet  aux  Mémoires  do  Berlin 
déjà  cités,  annee  1768,  pag.  laS  et  suiv.  où  l'on  trouvera  une 

théorie  générale  et  nouvelle  des  fractions  continues  périodiques. 

, ( * 

COROLLAIRElI.  ' 

3S.  Nous  avons  démontré  dans  l’art.  34,  quîen  continuant 
la  série  P' , P" , P'" , etc.  on  doit  trouver  des  termes  consé- 
cutifs de  signes  différens.  Supposons  donc  , par  exemple  , que 
P‘"  et  P'’’  soient  les  deux  premiers  ternies  de  cette  espèce  : 
on  aura  nécessairement  les.  deux  quantités  p“*  — bq'"  et  p’’ 
— bq"'  àe  memes  signes,  à cause  que  les  quantités p‘"  — aq"' 
etp"'  — aq’'‘  sont  de  leur  nature  de  dilférens  signes.  Or  en 
mettant  dans  les  quantités  p’ — bq' , p" — bq"  , 'etc.  les  va- 
leurs de  p’,  p" , etc.  <7^,  q",  etc.  (art.  aS),  on  aura 

J p^-r  J(7^.=  p.''(p'„''  — bq")-\~p"'  — bq'" 

P'*  — bq"  = p'  (p’  -bq')-{- p"  — bq",  etc. 

D'où,  à cause  que  p" , /.  ' , etc.  sont  des  nombres  positifs  , 
il  est  clair  que  toutes  les  quantités/,'  — bq' , p"  — bq"  , etc.  à 
l’infini,  auront  les  memes  signes  que  les  quantités  p'"  — bq'" 
etp" — bq"-,  parconséquént  toii.s  ie.s  ternies  P'" , P" , P' ,etc. 
à l’infini,  auront  alternativement  les  signes  plus  et  moins. 
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Maintenant  on  aura  par  les  équations  précédentes 

p'’'  — 

p'v  _ bq"' 


^ p'^  — bq''^ 


- P"  -V 

“ p''  — éq''  p’  — bq 

__  p^--V  P''  - bq 

~~  p''^  — bq'“  P' 


' — bq 


-,  etc. 


od  les  quantité,  £^‘î' 


p“’  — bq"'  ’ P' 


■iq' 


, etc.  seront  toutes  po- 


sitives. 

Donc,  puisque  les  nombres  p”',  p”,  p’*,  etc.  doivent  être 
tous  entiers  positifs,  (Ayp.),  la  quantité devra  être 

positive  et  >•  1 , de  même  que  les  quantités  ^ , 
pT”  — bq''"  J , . , p”  — bq'"  p"  — bq 

• 1 •/!««/*  loa  rmsaTvHfce' 2 _i 2_ 


etc. 


y^Zr4^,«tc-;donc  les  quantités , 

seront  positives  et  moindres  que  l’unité  ; desorte  que  les 
' nombres  p" , p"' , etc.  ne  pourront  être  que  les  nombres  en- 
tiers qui  sont  immédiatement  moindres  que  les  valeurs  de 
pr>_bq"'  p’"  — bq"" 
p"  — bq"  * p"'  — bq" 
aussi  égal  au  nombre  entier  qui  est  immédiatement  moindre 
n’ bq" 

que  la  valeur  de  toutes  les  fois  qu’on  aura..» 

p'"—bq'"  ^ ... 

< 1-  Ainsi  on  aura 


- , etc.  ; quant  au  nombre  p'" , il  sera 


, p"-^bq" 

■^p'v  — Aqiv» 


.p'"  — bq'"  ^ 

^ p-ZTq^<^' 


P"  c 


■ bq"' 


h 

a. 


p"  — bq" 


n"‘>  — bq"" 

etc. 


Z 
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le  signe  < placé  après  les  nombres  /x‘“,  fi” , fi* , etc.  déno- 
tant, comme  plusbaut,  les  nombres  entiers  qui  sont  immé- 
diatement au-dessous  des  quantités  qui  suivent  ce  même 
signe. 


Or  il  est  facile  de  transformer , par  des  réductions  sembla- 
blés  à celles  de  l’art.  33,  les  quantités  ■ , 

etc.  en  celles-ci,  — etc.  :de  plus,  la 


Pi 

P' 


■ bq'” 


condition  de  ^^-75 1 peut  se  réduire  à celle  - ci 


__  jiiii 
pi't 

.aura  sûrement  lieu  lorsqu’on  aura 


P‘“  ^aq'" — q‘“  , n . , aq'"  — P ^ 


donc  on  aura 


^IH 

"pTT 


ou  < 1 ; 


,..<2:4,1^.  e,c. 


ou  < 1, 


En  combinant  ces  formules  avec  celles  de  l’art.  33 , qui  ren—  ' 
ferment  la  loi  des  séries  P*,  P“,  P'“,  etc,  et  Q',  Q",  Ç*“,  etc. 
tm  verra  aisément  que  si  on  suppose  donnés  deux  termes 
correspondans  de  ces  deux  séries,  dont  le  numéro  soit  plus 
grand  que  3,  on  pourra  remonter  aux  termes  précédens  jus- 
qu’à P”  et  Q* , et  même  jusqu’aux  termes  P*“  et  Q” , si  la 


condition  de  — ou  <[  1 a lieu;  ensorte  que  tous  ces 
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termes  seront  absolument  déterminés  par  ceux  qu'on  a supposé 
donnés. 

En  effet  connaissant,  par  exemple,  P"  et  Q" , on  connaî- 
tra d'abord  P''  par  l'équation 


Ç._pvp,i  _1£. 

ensuite  ayant  Q^'  et  P’' , on  trouvera  la  valeur  de  ft’ , à l'aide 
de  laquelle  on  trouvera  ensuite  la  valeur  de  Ç’' , par  l'équation 

Ç''*=/4''P'' Ç»; 

or  l'équation 

donnera  P'^  ; et  si  on  fait  d’avance  que  — doit  être  = 

on  <T  1 , on  trouvera  (à’’ , ; après  quoi  on  aura  Q"  par 
l’équation 

et  ensuite  P*“  par  celle-ci , 

De  là  il  est  facile  de  tirer  cette  conclusion  générale,  que  si 

P*"  et  sont  les  premiers  termesde  la  série P‘,  P",  P"', 

etc.  qui  se  trouvent  consécutivement  de  différons  signes , le 

terme  P*'  ' et  les  suivans  reviendront  toujours  après  un  cer- 

tain nombre  de  termes  intermédiaires , et  qu’il  en  sera  de  même 

<3u  terme  P^ , si  l’on  a . , 


±:  P^ 

p^' 


ou  < 1. 


Car  imaginons , comme  dans  l’art.  34 , que  l’on  ait  trouvé 

a 
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«t  supposons  que  ' rr  soit  > A , c’est-à-dire  = a + r ; donc 
on  pourra  d’un  côté  remonter  du  terme  au  terme  * 
on  P*'  f et  de  l’autre,  du  terme  au  terme  * 

ou  ; et  comme  les  termes  d’où  l’on  part  de  part  et 

d’autre,  sont  égaux , tous  les  dérivés  seront  aussi  respectivement 
égaux  ; desorte  qu’on  aura 

V-+-  ï _ p”  + *, 

ou  même  ' 

«X  .4“  SP  * ~ ' -P^  - 

P ' P^ , Bl =OU<fl. 

pX-t-i 

Pîu-  là  on  pourra  donc  juger  d’avance  du  commencement  des 
périodes  dans  la  série  P®,  P‘,  P",  P“‘,  etc.  et  parconsé— 
quent  aussi  dans  les  deux  autres  séries,  Ç°,  Ç',  Ç",  Ç‘",  etc. 
et  fx , , (jl"  , ijl“' , etc.  ; mais  quant  à la  longueur  des  périodes, 

cela  dépend  de  la  nature  du  nombre  E,  et  même  uniquement 
de  la  valeur  de  ce  nombre,  comme  je  pourrais  le  démontrer, 
ai  je  ne  craignais  que  ce  détail  ne  me  menât  trop  loin. 

COROLLAIRE  III. 

57.  Ce  qu’en  vient  de  démontrer  dans  le  corollaire  précé- 
dent peut  servir  encore  à prouver  ce  beau  théorème  : Que 
toute  équation  de  la  forme  P*  — Kq*=  1 , où  K est  un  nom- 
bre entier  positif  non  carré , et  p et  q deux  indéterminées , est 
toujours  résoluble  en  nombres  entiers. 

Car,  en  comparant  la  formule  p*  — Kq^  avec  la  formule 
générale  x4p*  Bpq  -f  - Cq* , on  a 

A=i,  /?c=o,  C — -fK; 

•donc 

E = B^  — 4AC=4K,  li/E=\/K, 
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(art.  33).  Donc 

P*  = i^Q»  = o; 

donc 

/*<V/A',  Ç'=/x,  P'=ia.*  — K-, 

d'où  l’on  voit  1*.  que  P'  est  négatif,  et  parconséquent  de  signe. 
dilFérentde  P°;  2°.  que  — P'  est  = ou  >>  1 ^ pareeque  A et 
sont  de»  nombres  entiers;  desorte  qu’on  aura 


ou  < 1 ; 


donc  on  aura,  (art.  précéd.) 


A = o,  P’'’=P»=i; 

desorte  qu’en  continuant  la  série  P',  P" , etc.  le  terme 
P°  reviendra  nécessairement  après  un  certain  intervalle 
de  termes  ; parconséquent  on  pourra  toujours  trouver  une  in- 
finité de  valeurs"*de  p et  de'q  qui  rendent  la  formule  p*  — Kq* 
égale  à l’unité.  ' 

C a R O L L A r R E IV.  . 


38.  On  peut  aussi  démontrer  cet  autre  théorème  ; Que  sî  s 
l'équation  ' ^ 

y— kq'‘  = ±:H 

est  résoluble  en  nojnircs  entiers  ,•  en  supposant  K.  un  nombre 
positif  non  carré , et  H un  nombre  positif  et  moindre  que  |/R , 

iesnambres  p Cl  q doivent  êtré’télÜ  que  - soit  une  des  frac- 
tion principsdes  convergentes  vers  la  valeur  de  K.  ^ 

Supposons  que  le  signe  supérieur’ doive  avoir ‘lieu,  ensorte 
que 

. ,1  ■ . ' — A'q’  =Ui  , _ 
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donc  on  aura 


p — qyK: 


H 


'p  + q\/K  ‘ 


H 


qu’on  cherche  deux  nombres  entiers  positifs,  r et  s,  moindres 
que  P et  q,  et  tels  que 

ps  — qr=i, 

ce  qui  est  toujours  possible , comme  on  l’a  démontré  dans  l’ar- 
ticle a3,  et  l’on  aura 

e_r=_L. 

q s qs' 

donc  retranchant  cette  équation  de  la  précédente , il  viendra 


H 


desorte  qu’on  aura 

p — q\/K  = 


,•(2  + ^ a)  2^’ 


H 


T—  s y K-=- 

9 


(?+'"*) 

1 / sH  v' 


•Or  comme et  H<^\/K,  il  est  clair  que 

q ' 

H ^1 

— sera<[ï;  donc  p — donc..... 


sll 


sera  à plus  forte  raison  < - , .puisque  s^q\  de- 


,(2+V/«) 

sorte  que  r — s sera  une  quantité  négative,  laquelle , prise 


\ 
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359 

>i. 


Ainsi  on  aura  les  deux  quantités  p — 7 \/K  et  r — s \/K , 
ou  bien,  en  faisant  a=y  K,  celles-ci,  p — aq  et  r — as, 
lesquelles  seront  assujéties  aux  mêmes  conditions  que  nous 
avons  supposées  dans  l’art.  24 , et  d’où  l’on  tirera  des  conclu- 
sions semblables  ; donc , etc.  (art  26  ).  Si  l’on  avait  & 

f-Kq-=z~H, 

alors  il  faudrait  chercher  les  nombres  r et  s , tels  que 
ps  — qr  = —i, 

•t  l’on  aurait  ces  deux  équations 

y TT  ^ 

Comme  H <C,  et  j < 7 , il  est  clair  que 


sH 


{vK+^y 

sera  <”  1 ; desorte  que  la  quantité  s \/K  — r sera  négative  ; 
or  je  dis  que  cette  quantité , prise  positivement , sera  plus 
grande  que  q\/K — p;  pour  cela  il  faut  démontrer  que 
i / sH  \ H , . 

* ^ , savoir  y/^  + - -ri Ta3àsH<^\/K, 

VK-  + - ’ ^ , 

y - 
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{hyp.  ) ; donc  il  suffit  de  prouver  que^]>  ~~~>  ou  bien  que 

P >5  t/A';  c’est  ce  qui  est  évident,  à cause  que  la  quantité 
s[^'K  — r étant  négative,  il  faut  quer]>iV/A,  et , à plus 
forte  raison,  p~^s^K , puisque  p j>r. 

Ainsi  les  tîeux  quantités , p — q \/K  et  r — * s \/A , seront 
de  dilTérens  signes,  et  la  seconde  sera  plus  grande  que  la  pre- 
mière , (abstraction  faite  des  signes) , comme  dans  le  cas  pré- 
cédent ; donc  , etc. 

Donc , lorsqu’on  aura  à résoudre  en  nombres  entiers  une 
équation  de  la  forme 

P»— A<7‘  = ±H,  ou 

il  n’j  aura  qu’à  suivre  les  mêmes  procédés  de  l’article  33,  en 
faisant 

A—\,  Bz=o,  C = — K-, 

et  si  dans  la  série  /*“,  P',  P'",  etc.  on  ren- 

contre un  terme  = ±U,  on'aura  la  résolution  cherchée,  si- 
non on  sera  assuré  que  l’équation  proposée  n’admet  absolu- 
ment aucune  solution  en  nombres  entiers. 

REMARQUE. 

3g.  Nous  n’avons  considéré  dans  l’art.  33  qu’une  des  ra- 
cines de  l’équation 

Ax.*  -f-  Px  + C=o, 

que  nous  avons  supposée  positive  ; si  cette  équation  a ses  deux 
racines  positives,  il  faudra  les  prendre  successivement  pour  <i,  et 
faire  la  même  opération  sur  l’une  que  sur  l’autre  ; mais  si 
l’une  des  deux  racines  ou  toutes  deux  étaient  négatives,  alors 
on  les  changerait  d’abord  en  positives , en  changeant  seulement 
le  signe  de  ü,  et  on  opérerait  comme  ci-dessus^  mais  ensuite 
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il  faudrait  prendre  les  valeurs  de  p et  de  qf  avec  des  signes  dif- 
férens,  c’est-à-dire  l’une  positivement  et  l’autre  négativement, 
(art.  29). 

Donc  en  général  on  donnera  à la  valeur  de  B le  signe  anr- 
bigu  de  mênîe  qu’à  , c’est-à-dire  qu’on  fera 

et  qu’on  mettra  db  à la  place  de  \/E,  et  il  faudra  prendra 
ces  signes,  ensorte  que  la  racine 

a- 

soit  positive , ce  qui  pourra  toujours  se  faire  de  deux  manières 
différentes  ; le  signe  supérieur  de  B indiquera  une  racine  po- 
sitive , auquel  cas  il  faudra  prendre  p et  q tous  deux  de  même 
signes;  au  contraire  le  signe  inférieur  de  B indiquera  une  ra- 
cine négative  , auquel  cas  les  valeurs  de  p et  q devront,  être 
prises  de  signes  différens. 

EXEMPLE.  ■ * . 


40.  On  demande  quels  nombres  entiers  il  faudrait  prendre 
pour  P et  q , afin  que  la  quantité 

9P“  — n8pq  -j-  5j8q* 

devint  la  plus  petite  qu'il  est  possible 

Comparant  cette  quantité  avec  la  formulf  générale  du  pro- 
* blême  III , on  aura 

A — ^,  B = — 118,  C — 378, 

donc 

B*—4AC  — Zi8-, 

d’où  l’on  voit  que  ce  cas  se  rapporte  à celui  de  l’art.  33.  On 
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fera  donc 

£ = 3i6,  i\/E=\/y(), 

où  l’on  remarquera  d’abord  que  \/yq  >8  et  q ; d°sorte 
‘que  dans  les  formules  dont  il  ne  s’agira  que  d’avoir  la  valeur 
entière  approchée,  on  pourra  prendre  sur-le-champ  à la  place 
du  radical  le  nombre  8 ou  q , suivant  que  ce  radical  se 
trouvera  ajouté  ou  retranché  des  autres  nombres  de  la  même 
.formule. 

Maintenant  on  donnera  tant  à B qu’à  \/E  le  signe  am- 
bigu :±:  1 , et  on  prendra  ensuite  ces  signes  tels  que 


^_±5qrh  y/yq 

9 

•oit  une  quantité  positive  , ( art  3q  ) ; d’où  l’on  voit  qu’il  faut 
toujours  prendre  le  signe  .supérieur  pour  le  nombre  5q  , et  que 
pour  le  radical  ^yq  on  peut  prendre  également  le  supérieur 
et  l’inférieur.  Ain»  on  fera  toujours 


tt  \/E  pourra  être  pris  successivement  en  plus  et  en  moins. 
Soit  donc  i°. 

iy/£=  Vld  ' 

f 

avec  le  signe  positif,  on  fera  (art.  33  ) , le  calcul  suivant 


Digitized  by  Google 


<t 

O 


AD» 

I 

T I 

O 

N 

s. 

O 

«O 

-O 

O 

O 

O 

O 

1 

! 

î 

1 * 

I 

< 

li 

II 

II 

II 

+ 

1 

II 

+ 

II 

1 

II 

II 

1 

II 

II 

1 

' u> 

<J> 

ÜX 

O) 

M 

O 

tô 

CM 

CO 

’w 

en 

M 

'4 

:%  * 

+ 

+ 

i 

+ 

1 

OX 

V 

1 

00 

oq 

J» 

>k 

en 

CO 

II 

1 

1 

1- 

t 

1 

11 

M 

I 

H 

ux 

'N. 

1 

! 

oo 

CM 

■»s 

*• 

w 

«• 

V 

11 

t) 

»• 

0 

< 

*0 

*0 

*0 

*g 

1 

1 

1 

1 

1 

I 

II 

M 

b9 

CJ1 

<Ti 

M 

CO 

1 

CO 

-fcv. 

CO 

CO 

o> 

CD 

1 

'^4 

1 

o> 

1 

'-4 

CO 

en 

1 

1 

CM 

1 

M 

O 

1 

I 

1 

'*4 

CO 

1 

r<i 

CO 

CO 

|C£> 

•O 

CO 

CO 

1 

1 

11 

1 

1 

1 

1 

•s. 

) 

CO 

1 

en 

1 

CM 

M 

O 

1 

^4 

"m 

< 

•J 

4 

4 

•ï 

M 

1 

: 

Tt_ 

•R 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

A 

■ 

1 

<JX 

1 

00 

1 

>4 

W 

1 

1 

CO 

+ 

1 

1 

en 

+ 

1 

O 

+ 

1 

Os. 

1 

CO 

1 

1 

CM 

■4 

'Ni 

'Ni 

VJ 

'4 

«O 

CD 

CO 

CO 

CO 

CO 

CO 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 

II 

M 

k3 

CM  ' 

en 

- 

mé 

^4 

w 

363 


Digitized  by  Google 


ADDITIONS. 


5ff4 

Je  m’arrête  ici,  parceque  je  vois  que 

Ç"‘=  Ç‘,  P""  = P‘,  V , 

et  que  la  différence  entre  les  «feux  numéros  i et  7 est- paire  ; 
d’où  il  s’ensuit  que  tous  les  termes  suivans  seront  aussi  les 
mêmes  que  les  précédens  ; ainsi  on  aura 

. » 

Ç'*=7,  etc.  7,  P”"=io,  etc. 

desorte  qu’on  pourra,  si  l’on  veut,  continuer  les  séries  ci- 
dessus  à l’infini , en  ne  faisant  que  répéter  les  mêmes  termes. 

2°.  Prenons  maintenant  le  radical  \/79  ayec  un  signe  néga- 
tif, et  le  calcul  sera  comme  il  suit  : 


i 
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On  peut  s’arrêter  ici , puisque  l’on  a trouvé 

et  que  la  différence  des  numéros  9 et  3 est  paire  ; car  en  con- 
tinuant les  séries  on  ne  retrouverait  plus  que  les  mêmes  termes 
qu’qp  a déjà  trouvés. 

Or,  si  on  considère  les  valeurs  des  termes  P®,  P',  P”,  P"'  ,etc. 
trouvées  dans  les  deux  cas,  on  verra  que  le  plus  petit  de 
ces  termes  est  égal  à— 3;  dans  le  premier  cas,  c’est  le  terme 
P*“  auquel  répondent  les  valeurs  p'“  et  q‘“  ; et  dans  le  se- 
cond cas,  c’est  le  terme  P"'  auquel  répondent  les  valeurs 

pli  gt  qiy^ 


Ç.x_  Ç... 


D'où  il  s’ensuit  que  la  plus  petite  valeur  que  puisse  recevoir 
la  quantité  proposée  est  — 3;  et  pour  avoir  les  valeurs  de  p 
et  q qui  y répondent,  on  prendra  dans  le  premier  cas  les  nom- 
bres p-iP-' , P-",  savoir  7,  i et  i , et  l’on  en  formera  les  frac- 
tions princ/pa/os  convergentes  f,  ?,  -ÿ;  la  troisième  fraction 


P*** 

sera  donc  , ensorte  que  l’on  aura 


p‘“  — i5,  = 2; 


c’est-à-dire  que  les  ualeuts  cherchées  seront 


- P— 15,  q = a. 

. , t-  w 

Dans  le  çecond  cas  on  prendra  les  nombres  p,  p*,  p",  p"’, 
savoir  5,  i , i , S,  lesquels  donneront  ces  fractions  f , 
deaorte  qu’on  aura 

P*’  — 3g,  q‘’'  = 7î 

donc 

P = 39,  q = -j. 


Les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  pourp  et  qdans  le  cas  du 
minimum',  sont  aussi  les  plus  petites  'qu’il  est  possible”;  mais 
on  pourra,  si  l’on  veut,  en  trouver  successivement  d’autres 
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plus  grandes;  car  il  est  clair  que  le  même  terme — 3 re- 
viendra toujours  au  bout  de  chaque  intervalle  de  six  termes;, 
desorte  que  dans  le  premier  cas , on  aura 

P'"z=  — Z,  i>»=  — 3,  P"  = — Z,  etc. 
et  dans  le  second , 

/>"  = — 3,  = — 3,  P”‘  = — 3,etc. 


Donc,  dans  le  premier  cas,  on  aura  pour  les  valeurs  satisfaisantes . 
de  P etq,  celles-ci,  p‘“  , q'*,  p*'' , q**,  etc.  et  dans 

le  second  cas,  celles-ci,  p" , q"  , p*,  q*,  p"‘,  q"‘,  etc.  Or. 
les  valeurs  de  p,  p* , p“ , etc.  sont  dans  le  premier  cas  7,1, 
1, 5,  3, 2, 1,1, 1,5, 3, a, 1,  1,  1,  5,3,  etc.  à l’infini, 
parceque 

P''”  =p‘,  P’"*  = U»,  etc. 


mnsi  il  n’j  aura  qu’à  former  par  la  méthode  de  l’art,  ao , les 
fractions 


5.  3. 


5, 


1 I 1 > a >11»  “J5" > TT" > ïTS'  * 1 97  > a * iTSâ" > ciu. 


et  on  pourra  prendre  pour  p les  numérateurs  delà  troisième,' 
de  la  neuvième , etc.  et  pour  q les  dénominateurs  correspon- 
dans , on  aura  donc 


P = i5 , q = 2,  ou  pr=236i , q =3i3,  ou,  etc. 

Dans  le  second  cas  les  valeurs  de  p*,'  p“ , p‘“,  etc.  se- 
ront 5,  1,1,  3,  5,1,  1,  1,2,3,  5,  1,1,  1,3,  etc^ 
parceque 

p'*  = p“*,  p*“p>»,  etc. 

On  formera  donc  ces  fractions-ci , 

5»t,i,  3,  5,  1,  1,  1,  2,  3,  5, 

Sl  â J-L  Z2  »°.'  «49  45 1 699  I « 49  g««9  I un  et 

»*l>  »>  7>  47»  44»  SI»  rïîl  4SI  > TTTT  » à 3*1  ' 
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et  les  fractions  quatrième  , dixième  , etc.  donneront  les  va- 
leurs de  ^ et  q , lesquelles  seront  donc 

/j  = 3g,  q = 7,oup  = Gnaô,  q = ni8 , etc. 

De  cette  manière  on  pourra  donc  trouver  par  ordre  tontes 
les  valeurs  de  p et  q , qui  rendront  la  formule  proposée  = 
— 3 , valeur  qui  est  la  plus  petite  qu’elle  puisse  recevoir. 
On  pourrait  même  avoir  une  formule  générale  qui  renfermât 
toutes  ces  valeurs  de  p et  de  q ; on  la  trouvera , si  l’on  en  est 
curieux , par  la  méthode  que  nous  avons  exposée  ailleurs  , et 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut , ( art.  35). 

Nous  venons  de  trouver  que  le  minimum  de  la  quantité 
proposée , est  — 3 , et  parconséquent  négatif  ; or  on  pourrait 
proposer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  positive  que  la 
même  quantité  puisse  recevoir,  alors  il  n'y  aurait  qu’à  exa- 
miner les  séries  P° , P',  P" , P‘",  été.  dans  les  deux  cas, 
et  on  verrait  que  le  plus  petit  terme  positif  est  5 dans  les  deux 
cas  ; et  comme,  dans  le  premier  cas , c’est  P'”,  et  dans  le  se- 
cond P‘‘‘  qui  est  = 5 , les  valeurs  de  p et  de  q , qui  donneront 
la  plus  petite  valeur  positive  de  la  quantité  proposée  , seront 
P"'t  9"'  > 0“  > q* , ou  etc.  dans  le  premier  cas,  et  p'",  q"' , 

ou  p'*,  q** , etc.  dans  le  second  ; desorte  que  l’on  aura  par  les 
fractions  ci-dessus 

p = 83,  q = Il , ou  p = 13291 , q = 1762,  etc.  ' - 
pu  p=ii,  q=  2,  p=  1843,  q=  33i,  etc. 

Au  reste  on  ne  doit  pas  oublier  de  remarquer  que  les  nom- 
bres p,  ju.‘,p",  etc.  trouvés  dans  les  deux  cas  ci-dessus,  ne 
sont  autre  chose  que  les  termes  des  fractions  continues , qui 
représentent  les  deux  racines  de  l’équation 

gx*  — 1 i8x  -j-  378  = O. 

Desorte  que  ces  racines  seront 
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7+I  + i . I 


^3+  etc, 

5 + - . 1 
* +“  1 
"^3-4-i 

, ^5  + etc. 


expressions  qu’on  pourra  continuer  à l’inGni  par  la  simple  ré- 
pétition des  mêmes  nombres. 

Ainsi  on  voit  par  là  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  ré- 
duire en  fractions  continues  J les  racines  de  toute  équation  du 
second  degré. 


S C O L I E. 


4i.  Euler  a donné  dans  le  tome  XI  des  nouveaux  Com- 
mentaires de  Pétersbourg , une  méthode  analogue  à la  précé- 
dente , quoique  déduite  de  principes  un  peu  dilTérens , pour 
réduire  en  fraction  continue  la  racine  d'un  nombre  quelconque 
entier  non-carré , et  il  y a joint  une  table  où  les  fractions  con- 
tinues sont  calculées  pour  tous  les  nombres  naturels  non-car- 
rés jusqu’à  lao.  Comme  cette  table  peut  être  utile  en  diffé- 
rentes occasions,  et  surtout  pour  la  solution  des  problèmes 
indéterminés  du  second  degré , comme  on  le  verra  plus  bas  , 
nous  croyons  faire  plaisir  à nos  lecteurs  de  la  leur  présenter 
ici  on  remarquera  qu’à  chaque  nombre  radical , il  répond 
deux  suites  de  nombres  entiers  ; la  supérieure  est  celle  des 
nombres  , — P' , P" , — P'",  etc.  et  l'inférieure  est  celle 

des  nombres  f4*‘,  etc. 


a. 


Aa 


) 
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1/2 

1111  etc. 
I a 2 a etc. 

^/3 

1 2 ; a 1 a 1 etc. 
1 1 a 1 a 1 2 etc. 

V/'5 

1111  etc. 
2^44  etc. 

l/G 

1 2 1 a 1 2 1 etc. 

2 a 4 2 4 2 4 etc. 

V? 

1 3 a 3 1 3 a 5 1 etc. 
a I i 1 4 > 1 1 4 

1414141 
2 1 4 • 4 * 4 etc. 

|/io 

1111  etc. 
3 6 6 6 etc. 

\/  1 1 

1 a 1 a 1 2 1 etc. 
3 3 6 3 5 3 6 etc. 

l/ia 

1 3 1 3 i 3 i etc. 

3262626  etc.  1 

l/i3 

1 4 ^3  4143341 

3 1 1 1 1611116  etc. 

V/i4 

1 5 2 5 1 5 2 5 1 etc. 
.3  1 2 1 6 1 2 1 6 etc. 

y'i'S 

1 6 1 6 1 G 1 etc. 
3 1 6 1 6 1 6 etc. 

i 17 

1 1 1 1 r etc. 
4 8 8 S 8 etc. 

V'iB 

13  12  12  12  1 etc. 
448484848  etc. 

i35a53i35a53i  etc. 
42i3ia82i3ia8  etc. 

V'ao 

141414141 

4a8a8a8a8  etc. 

V/2l 

1543461543431  etc. 
41121181  12118  etc. 

^aa 

i 63236  i 63236i  etc. 
41242181  34218  etc 
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Z’j'i 


V/a3 

: — 

173717271  etc. 

4 1 3 1 8 1 3 1 8 etc. 

V/24. 

1818181  etc. 
4181818  etc. 

j/aS 

1111  etc. 
5 10  lo  10  etc. 

V/ay 

1 a 121  21  etc. 
5 5 10  5 10  5 10  etc. 

|/a8 

1043  1343  1 etc. 

5323  io3a3io  etc. 

l/ag 

14354  14354  1 etc. 

5aiia  10  21  1210  etc. 

V 3o 

1 5 1 5 1 5 1 5 1 etc. 
5 a 10  a 10  2 10  a 10  etc. 

^/3i 

18532356  i65  etc. 
5i  i353i  1 loi  1 etc. 

\/3a 

'74?  1747  1 etc. 
5 1 1 1 10  1 1 1 10  etc. 

1/33 

1838  i838  i etc. 
5 1 2 1 10  1 2 1 10  etc. 

T.-. 

V^4 

1939  1929  1 etc. 

5 1 4 1 10141  10  etc. 

» 

1/  35 

1 10  1 10  1 lu  1 10  etc. 
5 1 10  1 10  1 10  1 etc. 

\/37 

11111  etc. 
6 12  13  12  13  etc. 

t/38 

13  1 a 12  1 etc. 

G 6 13  16  laG  12  etc. 

V/39 

10  i O 1 3 1 etc. 
6413412412  etc. 

V^4o 

14  14  1 4 1 etc. 
6 3 12  3 12  5 12  etc. 

V/41 

1 5 5 1 5 5 1 etc. 
622122212  etc. 

V/42 

16  16  16  1 etc. 

6 a 12  2 13  a 13  etc. 

2 
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ï/43 

1763929367  176  etc. 

6 1 1 3 1 5 1 3 1 1 12  11  etc. 

V/4- 

18574788  i85  etc. 

61112111  1211  etc. 

V/45 

194549  194549  194  etc. 

612221  12  1*221  12  12  etc. 

1/46 

1 103765*567310  110  3 etc. 

6 i3ii262ii3  1 12  i3  etc. 

1/47 

111211  111211  1 etc. 

6 1 5 1 12  1 5 1 12  etc. 

V'48 

lia  112  112  etc. 

6 1 12  1 12  1 etc. 

V/5o 

1111  etc. 
7 i4  i4  i4  etc. 

\/5i 

12  12  12  etc. 

7 7 ï47  i4  7«tc. 

\/5a 

i3g493  i3g493  i3  etc. 

74i3i4  1441214  144  etc. 

K53 

14774  14774  147  etc. 

7 3 I 1 3 i43  1 1 3 143  1 etc. 

\/54 

159395  i5  etc. 
731612  143161a  142  etc. 

\/55 

i656  i656  18  etc. 

72221422214  ® etc. 

k5S 

17  17  17  1 etc. 

72  i4  2 143  i4  etc. 

V^l 

187378  187  etc. 

V/58 

1967769  198  etc. 

V^5.9 

1 10  5 2 5 10  1 10  5 etc. 

7 1272  1 i4  1°  etc. 

V/60 

111411  1114  etc. 

7 12  1 i4  12  etc. 

V/61 

1 12  34955948  12  112  3 etc. 

7 i43i22i3  4‘i  14  *4  etc. 
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^/Ga 

1 i3  a i3  1 i3  a etc. 
7 i G 1 14  I 6 etc. 

V/G3 

1 14  1 14  1 14  ®tc. 

71  14  1 14  * ' 

1,65 

1111  etc. 
q 16  iG  16  etc. 

1/66 

i a 1 a 1 etc. 

8 8 iG  8 16  etc. 

1/67 

1367939763  1 3 6 etc. 

85aii7iia5  16  5a  etc. 

y 68 

14  * 4 14  etc.  

84  1 G 4 164  etc. 

V/69 

i54ii3ii45  it»4  etc. 
833  14  i33  1G33  etc. 

1/70 

1 G 9 5 9 6 169  etc. 
83131a  16  a i etc. 

1/71 

1751131157  175  etc. 

8aa  17  laa  iGaa  etc. 

4/73 

1 8 18  18  etc. 

8a  iGa  iGa  etc.  1 

1/73 

1983389  198  etc. 

8ii55ii  iGii  etc. 

1^74 

1107710  1 10  7 etc. 

8 111  1 16  11  etc. 

^76 

111  G 11  iiiG  etc. 
8 1 1 1 16  1 I etc. 

V/76 

1 13589343985  13  1 ia5  etc. 

8 131i545ii3  1 16  13  etc. 

1/77 

1 i3  4 7 4 1 i3  4 etc. 

8 i3a3  1 iGi3  etc. 

1/78 

1 14  3 >4  1143  etc. 

8 14  I 16  14  etc. 

V/79 

1 i5  a i5  1 i5  a etc. 
8 17  1 iG  17  etc. 

V/8o 

1 it>  1 16’  1 iG  etc. 

8116  iiSi  etc,  ' 1 

■ ■ ■■  ' 

3 
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S74 


-» L ~ ■ ---  - - ^ r ■■  . 

r, 

CO 

(d 

1111  etc. 
J)  18  18  18  etc. 

^-7 

• ‘.à 

- t (; 

V'83 

12  12  1 2 etc.  : < 1 

q q 18  q 18  q etc.'  ' 

./d  4 iî 

1/84 

3 3 I 3 1 3 etc.  <1111 

q G 18  G 18  G etc.  

y/S5 

1 4 9 9 4 1 4 9 ' 

q 4 ' ' 4 1841  etc.  '1 

' • ' 

yS6 

1 5 10  7 11  2 1 1 7 10  5 1 5 10  etc_.  ■ 

q3  11  18  11  i3  i83  1 etc. 

; ■/  ' 

V/87 

1 G 16  16  etc.'  • ' ■ ■ ■“  1 

q3  18  3 18  3 etc?  ; t-  r.  • 

- 

i 

V/88 

1 7 9 «9f  ‘79  etc,  * 

92  1 1 _i_2 1821  etc.  - ’• 

OC 

1 8 5 5 8 1 8 5 etc.  • f:  ' 

q 2332  1823  etc.  ' ■'  ' • 

v/90 

1 q 1 q 1 etc.’  \ c ; i 2 i : . ■ i 

q 2 182  18  etc.  " “ 1 ~ 1 • ■ ' 

V9* 

I 10  q 3 i4  3 q 10  ‘ 1 io-q  efc'i 
q_  i 1 .9  1 5 l 1 18  1 1'  etc.  • 

. . ;; 

♦ 

V/93 

1118747811  iii8i, etCi  • I’  ' 
q 1124311  18  *1  1 etc.  ' 

J ■ 

1^9^ 

1 1 2 7 1 1 4 3 4 1 1 7 ‘'3  ‘ 1129'  etc.  ' 
q 11  148  4 ‘ '8  11  etc. 

V94 

1 i5  G 5 q 10  .3  i5  2 1 9 B 10  q'5  G i3 
q 1 2 3 1 1 5 1'  8 i'5  I 1 3 2 II  lî 

etc,  ;; 
1 etc. 

V/95 

•1  14  .9  i4i‘  i4  etc. 

q 1 2 * 1 9 8 1 ‘ ' ' 

I/9S 

1 i5  4 ~ ' ' 

q 1 3 i 18  1 etc.  ‘ 

-r\/  :• 

V/q/ 

ii63ii8qq8ii3iG  116  etc.  1 
q 1 5 1x1  i l 1 5'  ii^iiS  1 eîc. 

K98 

1 17  2 17  1 17  etc.  ' „ ' 

a_i  8_  t 18. 1 etcl  ' ' ‘ 

..  1 

V99 

118  1 18  1 etc.  ‘J 

2 i 18  1 18  etc;  ' r ' 

A ) ‘ 

- ‘ ' 

-O  l'a 
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Ainsi  on  aura , par  exemple  * 

^a-f;  etc.,  . 

~ a + etc.  , ^ . 

...  \ . V ... 

et  ainsi  des  autres. 

• ■ -V.  .Z'..,  4 

P* 

Et  si  on  forme  les  fractions  convergentes  —,  —,  î— , 

..  <?“  <7* 

lit  • ' ‘ ' 

— , etc.  d’après  chacune  de  ces  fractions  continues,  on  aura 


— a(<7'’)*=i , P*— a^»=— 1,  ^—2ç*=i,  etc. 

, et  de  même , ' ■ 

'Çp°)* — 3(ç*)*=i,  P*— p3g“==-i-3,  P**— 5(7*:3:i^  etc.  etc. 
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PARAGRAPHE  III. 

Sur  la  résolution  des  équations  du  premier  degré 
à deux  inconnues  en  nombres  entiers. 

Addition  pour  le  Chapitre  I. 

4^.  X-iORSQU'oN  a à résoudre  uue  équation  de  cette  forme 
ax—^hy  =c, 

où  a,  b , ç,  sont  des  nombres  entiers  donnés  , positifs  ou  né- 
gatifs , et  où  les  deux  inconnues  x et^  doivent  être  aussi  des 
nombres  entiers  , il  suffit  de  connaître  une  seule  solution  ^ pour 
pouvoir  en  déduire  facilement  toutes  les  autres  solutions 
possibles. 

En  effet,  supposons  que  l’on  sache  que  ces  valeurs 

y = ^,_ 

satisfont  à l’équation  proposée , et  et  étant  des  nombres  en- 
tiers quelconques,  on  aura  donc 

au  — bfi  = c, 

et  parconséquent 

ax  — byx=a<t—bfi, 
ou  bien  , 

a(x— <t)  — — jg)  = o; 


d’où  l’on  tire 


X — «_  b 
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Qu’on  réduise  la  fraction  ^ 4 moindres  termes,  et  sup- 
posons qu’elle  se  change  par-là  en  celle-ci  où  i‘  et  a*  se- 
ront premiers  entre  eux , il  est  visible  que  l’équation 
X — et 6* 

ne  saurait  subsister  dans  la  suppo.sition  que  x — et,  y — $ 
«oient  des  nombres  entiers , à moins  que  l’on  ait 

x — A = mb',  y — = 

m étant  un  nombre  quelconque  entier  ; desorte  que  l’on  aura 
en  général 

x=z  et-|-mi*,  yx=li  + ma' 


m étant  un  nombre  entier  indéterminé. 

Comme  on  peut  prendre  m positif  ou  négatif  à volonté  , il 
est  facile  de  voir  qu’on  pourra  toujours  déterminer  ce  nombre 
m , ensorte  que  la  valeur  de  x ne  soit  pas  plus  grande  que 

—,  ou  que  celle  de  y ne  soit  pas  plus  grande  que  ^ , ( ab- 
straction faite  des  signes  de  ces  quantités)  ; d’où  il  s’ensuit  que 
•i  l’équation  proposée , 

^ ax  — by  = c,  ' ' 

est  résoluble  en  nombres  entiers et  qu’on  y substitue  succes- 
sivement à la  place  de  x tous  les  nombres  entiers  tant  positifs 

que  négatifs,  renfermés  entre  ces  deux  limites  > on 

en  trouvera  nécessairement  un  qui<  satisfera  à cette  équation  ; 
et  on  trouvera  de  même  une  valeur  satisfaisante  de  y parmi 
les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  contenus  entre  lee 

^imites  —,  — 

% a ■ 
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Ainsi  on  pourra  par  ce  moyen  trouver  une  première  solu» 
tion  de  la  proposée , après  quoi  on  aura  toutes  les  autres  for- 
mules ci-dessus. 


43.  Mais  si  on  ne  veut  pas  employer  la  méthode  de  tâtonne- 
ment que  nous  venons  de  proposer , et  qui  serait  souvent  très- 
laborieuse  , on  pourra  faire  usage  de  celle  qui  est  exposée  dan» 
ie  chap.  I du  traité  précédent , et  qui  est  très-simple  et  très^ 
directe , ou  bien  on  pourra  s’y  prendre  de  la  manière  suivante. 

On  remarquera  , i“.  que  si  les  nombres  a et  6 ne  sont  pa»_ 
premiers  entre  eux , l’équation  ne  pourra  subsister  en  nom- 
bres entiers , à moins  que  le  nombre  donné  c ne  soit  divisible 
par  la  plus  grande  commune  mesure  de  a et  b.  Desorte  qu’en 
supposant  la  division  faite  lorsqu’elle  a 'lieu,  et  désignant  le» 
^otiens  par  a' , b' , c' , on  aura  à résoudre  l'équation 


où  a’  et  b'  seront  premiers  entre  eux. 

a”.  Que  si  l’on  peut  trouver  des  valeurs  de  p et  de  q qui 
satisfassent  à l’équation 

• a'p  — b'qzi=±.i,  ' :■ 

on  pourra  résoudre  l’équation  précédente  ; car  il  est  visible 
qu’en  multipliant  ces  valeurs  par  rh  c' on  aura  des  valeurs  qui 
satisferont  à l’équation  , _ 


i . , a'x  — i|y  = c'; 


c’est-à-dire  qu’on  aura 

) 

X = 

Or  l’équation  . 


• > 

pc',y  = rizqc'. 


, •.  . a'p— é’q  = ^i 

est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers , comme  nous  l’avons 
démontré  dans  l’art.  a3  ; et  pour  trouver  les  plus  petites  va- 
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leurs  de  p et  de  17  qui  y peuvent  satisfaire , il  n’y  aura  qu’à 

convertir  la  fraction  —,  en  fraction  continue  par  la  méthode 
a* 

'de  l’art.  4 1 et  en  déduire  ensuite  la  série  des  fractions  princi- 
s convergentes  vers  la  même  fraction  — par  les  formules 
de  l’art.  10;  la  dernière  de  ces  fractions  sera  la  fraction  même 


< # » « » P 

—,  et  si  on  désigne  l’avant-dernière  par  -,  on  aura  par  la  loi 

O . g .... . :•  •iZ.2. . ..  7 


de  ces  fractions , ( art.  12)  , 


a'p  — b'q  = di  1 , 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  de  lafracr 

tion  - est  pair,  et  l’inférieur  pour  celui  où  ce  quantième  est 
9 1 • _ . ' ■ . . -T 

pair. 


Ces  valeurs  dé  p et  de^  étant  ainsi  connnes,  on  aura  donc 
d'abord 


f -V 


ait 

K 


-pc-i  qc'  , 


"et  prenant  ensuite  ces  valeurs  pour  <e  et  13,  6â  àura  én  général 
(art.  42),  . )L. 


x = ±pc' + mb' , y=^±qc' -^ma' , ^ 

expressions  qui  renfermeront  nécessairement  tontes  les  solu- 
tions possibles  en  nombres  entiers  de  l’équation  proposée. 

Au  reste,  pour  ne  laisser  àueun  embarras  dansla  pratique  de 
cette  méthode,  nous  remarquerons  que  quoique  les  nombres  a 
et  b puissent  Être  posirifs  ou  négatifs , on  peut  néanmoins  les 
prendre  toujours  positivement,  pourvu  qu’on  donne  des  signes 
contraires  à x,  si  a est  négatif,  et  à^,  si  b est  négatif. 
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EXEMPLE. 

44-  l^our  donner  un  exemple  de  la  méthode  précédente; 
nous  prendrons  celui  de  l'article  i4  du  chap.  I du  traité  pré- 
cédent où  il  s’agit  de  résoudre  l’équation 

39p=56q-f-  ii;  ' 

changeant  p en  x et  q en^ , on  aura  donc  ‘ > 

3QX  — 56y—ii. 

Ainsi  on  fera 

o = 3g,  6 =56,  c=  Il  ; 

et  comme  56  et  3g  sont  déjà  premiers  entre  eux,  on  anra 

V 

a*  = 3g,  t‘  = 56,  c*  = n.  , 

f . .r  . 

• . b' 

On  réduira  donc  en  fraction  continue  la  fraction  — =|y, 

et  pour  cela  on  fera,  (comme  on  l’a  déjà  pratiqué  dans  l’ar- 
ticle ao) , le  calcul  suivant. 


3g  56] 

ËE 

17 


r 

39 

a 

5 

17 

• 

i5 

a 

a 

I 

a a 

a 

O 


.•5» 
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Ensuite , à l’aide  des  quotiens  i , a,  5,  etc.  on  formera  les 
fractions 

1,  2,  3,  2,  2. 

1 I O » 1 51) 

â>  »>  ~T > 3S* 


et  la  pénultième  fraction  sera  celle  que  nous  ayons  désignée 
•n  général  par  desorte  qu’on  aura  * 


P = 23,  q = i6; 


et  comme  tette  fraction  est  la  quatrième  , et  parconséqnent 
d’un  quantième  pair,  il  faudra  prendre  le  signe  supérieur; 
ainsi  l'on  aura  en  général 

• x=  23.11  ^=iS. Il -f-Sgm, 


m pouvant  être  un  nombre  quelconque  entier  , positif  ou 
négatif. 

REMARQUE. 


45.  On  doit  la  première  solution  de  ce  problème  à Bachet 
de  Meûriac,  qui  l'a  donnée  dans  la  seconde  édition  de  ses  Ré- 
créations mathématiques,  intitulées  Problèmes  plaisons  et  dé~ 
lectables , etc.  La  première  édition  de  cet  ouvrage  a paru  en 
1612,  mais  la  solution  dont  il  s'agit  n’y  est  qu’annoncée,  et 
ce  n’est  que  dans  l’édition  de  1624  qu’on  la  trouve  complète. 
La  méthode  de  Bachet  est  très-directe  et  très-ingénieuse , et 
ne  laisse  rien  à desirer  du  côté  de  l’élégance  et  de  la  généralité. 

Nous  saisissons  avec  plaisir  cette  occasion  de  rendre  à ce 
■avant  auteur  la  justice  qui  lui  est  due  sur  ce  sujet , parceque 
nous  avons  remarqué  que  les  géomètres  qui  ont  traité  le  même 
problème  après  lui , n’ont  jamais  fait  aucune  mention  de  son 
travail. 

Yoici  en  peu  de  mots  à quoi  se  réduit  la  méthode  de  Bachet. 

Après  avoir  fait  voir  comment  la  solution  des  équations  de  la 
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forme 

ax  — byz=.c, 

(a  et  6 étant  premiers  entre  eux)  , se  réduit  à celle  de 
ax  — ± 1 , 

il  s’attache  à résoudre  cette  dernière  équation , et  pour  cel« 
il  prescrit  de  faire  entre  les  nombres  o et  6 la  même  opération 
que  si  on  voulait  chercher  leur  plus  grand  commun  diviseur , 
( c’est  aussi  la  même  que  nous  avons  pratiquée  ci-devant); 
«nsuite  nommant  c,  d , e,f,  etc.  les  restes  provenant  des  dif- 
férentes divisions,  et  supposant,  par  exemple,  qney  soit  le 
dernier  reste  qui  sera  nécessairement  égal  à l’unité,  (à  cause 
que  a et  U sont  premiers  entre  eux , hyp.  ) , il  fait , lorsque  le 
nombre  des  restes  est  pair , comme  dans  ce  cas , 


ed±i 


ces  derniers  nombres  $ et  a.  seront  les  plus  petites  valeurs  de 
xety. 

Si  le  nombre  des  restes  était  impair,  comme  si  g' était  le  der- 
nier reste  = i , alors  il  faudrait  faire  , 


(d: 


etc. 


Il  est  facile  de  voir  que  cette  ' méthode  revient  au  même 
dans  le  fond  que  celle  du  £hap.  premier  ; mais  elle  en  est 
moins  commode , parceq^-’éfle  demande  des  divisions  ; au  reste, 
les  géomètres  qui  sont  curieux  de  ces  matières , verront  avec 
plaisir  dans  l’ouvrage  de  Bachet,  les  artifices  qu'il  a employés 
pour  parvenir  à la  règle  précédente , et  pour  en  déduire  la 
solution  complète  des  équations  de  la  forme 


ex~by=e. 
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PARAGRAPHE  IV. 

Méthode  générale  pour  résoudre  en  nombres 
entiers  les  équations  à deux  inconnues , dont 
l'une  ne  passe  pas  le  premier  degré. 


Addition  pour  le  Chapitre  III. 


46.  »5oiT  proposée  Téquation  générale, 

fl  + éx +çy  + <ir“  -f-  exy-\-foc?-\-g3fy-\-hx^apkx^y  etc.  =o , 


dans  laquelle  les  coefficiens  a,  h,  c , çtc.  soient  des  nombres 
entiers  donnés , et  où  x et  y soient  deux  nombres  indétermi- 
nés , qui  doivent  aussi  être  entiers. 

Tirant  la  valeur  de  y de  cette  équation , on  aura 


a-^-  bx  -f-  + hx^  + , etc. 

c + ex  + gx*  4-  /tx^ , etc. 


Ainsi  la  que.stion  sera  réduite  à trouver  un  nombre  entiei* 
qui,  étant  pris  pour  x,  rende  le  numérateur  de  cette  fractioa 
divisible  par  son  dénominateur. 


Soit  supposé  ' 

p~a-^bx-\-  dx^  -^-fx^  + -f- , etc. 

q ==  c 4-  ex  4-  gx*  4" 


ét  qu'on  élimine  x de  ces  deux  équations  par  les  règles  or- 
dinaires ds  l'algèbre , on  aura  une  équation  finale  de  cette 
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forme , 

^ + J?/3  + C7  + Dp*  + + Fç*  + Gp*  + etc.  = o; 

où  les  coefficiens  A,  B , C,  etc.  seront  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  entières  des  nombres  a,  b,  c,  etc. 

P 

Maintenant , puistpie^  = — on  aura  aussi  p = — qy\ 

desorte  qu’en  substituant  cette  valeur  de  p , il  viendra 

A — Byq  -f-  Gq  + Dy'q*  — Epqy*  -J-  Fg*  -f-  etc.  = o , 

où  l’on  voit  que  tous  les  termes  sont  multipliés  par  q , à l’ex- 
, ception  du  premier  terme  A ; donc  il  faudra  que  le  nombre  A 
soit  divisible  par  le  nombre  q , autrement  il  serait  impossiMa 
que  les  nombres  q et  y pussent  être  entiers  à la  fois. 

On  cherchera  donc  tous  les  diviseurs  du  nombre  entier 
connu  A , et  on  prendra  successivement  chacun  de  ces  divi- 
seurs pour  q ; on  aura  par  chacune  de  ces  suppositions  une 
équation  déterminée  en  x , dont  on  cherchera  par  les  métho- 
des connues , les  racines  rationnelles  et  entières , s’il  y en  a ; 
on  substituera  ensuite  ces  racines  à la  place  de  x,  et  on  verra 

ai  les  valeurs  résultantes  de  p et  de  g seront  telles  que  — 

loit  un  nombre  entier.  On  sera  sûr  de  trouver  par  ce  moyen 
toutes  les  valeurs  entières  de  x , qui  peuvent  donner  aussi  des 
valeurs  entières  pour^  dans  l’équation  proposée. 

De  là  on  voit  que  le  nombre  des  solutions  en  nombres  en- 
tiers, de  ces  sortes  d’équations , est  toujours  nécessairement  li- 
mité; mais  il  y a un  cas  qui  doit  être  excepté,  et  qui  échappe 
à la  méthode  précédente. 

47.  Ce  cas  est  celui  où  les  coelHciens  c,  g,  k,  etc.  sont 


Digitized  by  Google 


additions. 
nuis  , ensorte  que  l’on  ait  simplement 

a-\-bx  dx'  + + hx^  + etc. 

y= ^ 


Or  voici  comment  il  faudra  s’y  prendre  pour  trouver  les 
valeurs  de  x qui  pourront  rendre  la  quantité 

a -f-  ix  + + fx'^  -J-  hx^  -j- 

divisible  par  le  nombre  donné  c : je  .suppose  d’abord  qu’on 
ait  trouvé  un  nombre  entier  n qui  satisfasse  à cette  condition , 
il  est  facile  de  voir  que  tout  nombre  de  la  forme  n ± uc  y 
satisfera  aussi,  fi  étant  un  nombre  quelconque  entier;  de 

plus , si  n est  )>  - , ( abstraction  faite  des  signes  de  n et  de  c ), 

on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  fi  et  le  signe  qui  le 

précède,  ensorte  que  le  nombre  n ±fic  devienne  et  il 

est  aisé  de  voir  que  cela  ne  saurait  se  faire  que  d’une  seule  ma- 
nière , les  valeurs  de  re  et  de  c étant  données  ; donc  si  on  dé- 
signe par  n'  cette  valeur  de  n dzfic , laquelle  est  - , et  qui 
satisfait  à la  condition  dont  il  s’agit , on  aura  en  général 
nx=n'-^fic, 


fi  étant  un  nombre  quelconque. 

D’  où  je  conclus  que  si  on  substitue  successivement,  dans  la 
- formule  o ix  -)-  d.v^  -f-  fx"^  -f-  etc.  à la  place  de  x , tous 

les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  qui  ne  passent  pas  -, 

2 

et  qu’on  dénote  n',  n",  n'"  etc.  ceux  de  ces  nombres  qui 
rendront  la  quantité  a -f-  èx  -f-  dx*  -)-i  etc.  divisible  par  c , 
tous  les  autres  nombres  qui  pourront  faire  le  même  eflfet,  se- 
ront nécessairement  renfermés  dans  ces  formules 


n'±.fi'c,  n":izfi"c,  n"‘dzfi"'c,  etc. 
2.  Sb 
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yu*,  etc.  étant  des  nombres  quelconques  entiers. 

On  pourrait  faire  ici  différentes  remarques  pour  faciliter  la 
recherche  des  nombres  n‘ , n" , n“‘ , etc.  ; mais  nous  ne  croyons 
pas  devoir  nous  arrêter  davantage  sur  ce  sujet , d’autant  que 
nous  avons  déjà  eu  occasion  de  le  traiter  dans  un  Mémoire 
imprimé  parmi  ceux  de  l’Académie  de  Berlin  pour  l’année 
lyb'S  , et  qui  a pour  titre  nouvelle  Méthode  pour  résoudre  les 
problèmes  indéterminés. 

48.  Je  dirai  cependant  encore  un  mot  de  la  manière  de 
déterminer  deux  nombres  x et  ^ , ensorte  que  la  fraction 

aym  },ym  ~ j -f-  dy”'  ~ fy”~3  ^ ^ etC. 

c 

devienne  un  nombre  entier;  c’est  une  recherche  qui  nous  sera 
fort  utile  dans  la  suite. 

Je  suppose  que_y  et  x doivent  être  premiers  entre  eux,  et 
que  de  plus_y  doive  être  premier  à c , je  dis  qu’on  pourra  tou- 
jours faire 

x=  ny  — cz, 

n et  Z étant  des  nombres  indéterminés  ; car  en  regardant  x , 
_y  et  c comme  des  nombres  donnés,  on  aura  une  équation  qui 
sera  toujours  résoluble  en  entiers  par  la  méthode  du  § III , à 
cause  que  _y  et  c n’ont  d’autre  commune  mesure  que  l’Unité  , 
par  l’hypothèse.  Or  si  on  substitue  cette  expression  de  x dans 
la  quantité  ny”*  + iy™  ■"  'x  «f-  dy”'  ~ *x*  + etc.  elle  deviendra 

(a-f-bn-}-  dn‘  + fn^  + etc.  )_y™ 

— (b -f-  sdn  + + etc.  ) cy”  ~ '» 

-f- (d-j~5/h -f- etc.)  c’y  — ’ètc. 

et  il  est  clair  que  cette  quantité  ne  saurait  être  divisible  par 
c,  à moins  que  le  premier  terme  (a-^bn-j-dn‘  -f-etc.)y'* 
ne  le  soit , puisque  tous  les  autres  termes  sont  des  multiple* 
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de  c.  Donc,  comme  cetj:  sont  supposés  premiers  entre  eux, 
il  faudra  que  la  quantité  a-\-bn-\- dn^ -\-fn^ e\c.  soit 
elle-même  divisible  par  c ; ainsi  il  n’y  aura  qu’à  chercher  par 
la  méthode  de  l’article  précédent , toutes  les  valeurs  de  n qui 
pourront  satisfaire  à cette  condition,  et  alors  on  aura  en 
général 

x — ny  — az, 

B étant  un  nombre  quelconque  entier. 

n est  bon  d’observer  que  quoique  nous  ayons  supposé  que 
les  nombres  x et  _y  doivent  être  premiers  entre  eux  , ainsi  que 
les  nombres  _y  et  c , notre  solution  n’en  est  cependant  pas 
moins  générale  ; car  si  on  voulait  que  x et  y eussent  une  com- 
mune mesure  et,  il  n’y  aurait  qu’à  mettre  <tx'  et  ety' , à la 
place  de  X et_y  , et  on  regarderait  ensuite  x'  et  y'  comme 
premiers  entre  eux;  de  meme  si  y*  et  c devaient  avoir  une 
commune  mesure  0 , on  pourrait  mettre  |8y*'  à la  place  de  y' , 
et  il  serait  permis  de  regarder  y“  et  c comme  premiers  entre 
eux. 
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PARAGRAPHE  V. 

Méthode  directe  et  générale  pour  trouver  les  va- 
leurs de  X , qui  peuvent  rendre  rationnelles  les 
quantités  de  Informe 

, v/(a+  bx-j-cx*), 

et  pour  résoudre  en  nombres  rationnels  les 
équations  indéterminées  du  second  degré  à 
deux  inconnues,  lorsqu'elles  admettent  des 
solutions  de  cette  espèce.  . 

Addition  pour  le  Chapitre  IV. 

4g.  Je  suppose  d'abord  que  les  nombres  connus  a,  b,  c, 
soient  entiers;  s’ils  étaient  fractionnaires  , il  n’y  aurait  qu’à  les 
réduire  à un  même  dénominateur  carré , et  alors  il  est  clair 
qu’on  pourrait  toujours  faire  abstraction  de  leur  dénominateur  ; 
quant  au  nombre  x , on  supposera  ici  qu'il  puisse  être  entier 
ou  fractionnaire  , et  on  verra  par  la  suite  comment  il  faudra 
résoudre  la  question,  lorsqu'on  ne  veut  admettre  que  des  nom- 
bres entiers. 

Soit  donc 

V/(a -f- Ax cx“)  =yr, 

et  l’on  en  tirera 

acx  -f-  A = v/( 4cy  + A*  — 4ac) ; 
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desorte  que  la  difficulté  sera  réduite  à rendre  rationnelle  la 
quantité  V ( 4*^^  + — 4“c  ) • 

5o.  Supposons  donc  en  général  qu’on  ait  à rendre  ration- 
nelle la  quantité  Ay^  + -fi  ) 1 c’est-à-dire , à rendre  Ay'^  -f  B 
égal  à un  carré,  A e\.  B étant  des  nombres  entiers  donnés  po- 
sitifs ou  négatifs  , et  un  nombre  indéterminé  qui  doit  être 
rationnel. 

Il  est  d’abord  clair  que  si  l’un  des  nombres  A ou  B était 
1 , ou  égal  à un  caiTé  quelconque  , le  problème  serait  ré- 
soluble par  les  méthodes  connues  de  Diophante  , qui  sont  dé- 
taillées dans  le  chapitre  IV  ; ainsi  nous  ferons  ici  abstraction 
de  ces  cas,  ou  plutôt  nous  tâcherons  d’y  ramener  tous  les 
autres.  I 

De  plus,  si  les  nombres  A et  B étaient  divisibles  par  des 
nombres  carrés  quelconques , on  pourrait  aussi  faire  abstraction 
de  ces  diviseurs,  c’est. à-dire,  les  supprimer,  en  ne  prenant 
pour  A et  B que  les  quotiens  qu’on  aurait  après  avoir  divisé 
les  valeurs  données  par  les  plus  grands  carrés  possibles  ; en 
effet , supposant 

A— a? A',  B = ^'B', 

on  aura  à rendre  carré  le  nombre  A'tt^y^  -f-  B'^^\  donc  divi- 
sant par  , et  faisant 


il  s’agira  de  déterminer  l’inconnue  y'  ; ensorte  que  A'y^  -f-  B' 
soit  un  carré. 

D’où  il  s’ensuit  que  dès  qu’on  aura  trouvé  une  valeur  dey 
propre  à rendre  Ay^  -f-  B égal  à un  carré  , en  rejetant  des 
valeurs  données  de  A et  àe  B les  facteurs  carrés  et 
quelles  pourraient  renfermer,  il  n’y  aura  qu’àinmltipiier  la 
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valeur  trouvée  de  y par  pour  avoir  celle  qui  convient  à la 
quantité  proposée. 

5i.  Considérons  donc  la  formule  Ay* B , dans  laquelle 
A et  B soient  des  nombres  entiers  donnés  qui  ne  soient  divi- 
sibles par  aucun  carré;  et  comme  on  suppose  que  y puisse 


être  une  fraction , faisons  y = 


P 

q' 


P et  q étant  des  nombres  en- 


' tiers  et  premiers  entre  eux , pour  que  la  fraction  soit  réduite  à 

' ■ . Ap^ 

ses  moindres  termes  ; on  aura  donc  la  quantité  — ^ B qui 


devra  être  un  carré  ; donc  Ap^  + Bq^  devra  en  être  un  aussi  ; 
desorte  qu’on  aura  à résoudre  l’équation 


Ap*  -f-  Bq^  = z'‘ , 

en  supposant  p ,q  et  z des  nombres  entiers. 

Or  je  dis  qu’il  faudra  que  q soit  premier  à A,  et  que  p le 
soit  à B',  car  si  q et  A avaient  un  commun  diviseur,  il  est 
clair  que  le  terme  Bq’^  serait  divisible  par  le  carré  de  ce  divi- 
seur ; et  que  le  terme  Ap^  ne  serait  divisible  que  par  la  pre- 
mière puissance  du  même  diviseur,  à cause  que  q et  p sont 
premiers  entre  eux,  et  que  A est  supposé  ne  contenir  aucun 
facteur  carré  ; donc  le  nombre  Ap’‘  -f-  Bq^  ne  serait  divisible 
qu’une  seule  fois  par  le  diviseur  commun  de  q et  de  A,  par- 
conséquent,  il  serait  impossible  que  ce  nombre  fut  un  carré. 
On  prouvera  de  même  que  p et  B ne  sauraient  avoir  aucun 
diviseur  commun. 


Résolution  de  l'équation  Ap*  -)-  Bq*  = z’  en  nombres  entiers. 


5q.  Supposons  A plus  grand  que  B , on  écrira  cette  équa- 
tion ainsi, 

Ap^  = a*  — Bq’‘ , 


et  on  remarqua  que  comme  les  nombres  p,  q et  z doivent 
être  entier?î^faudra  que  a*  — Bq'^  soit  divisible  par  A. 
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Donc , puisqne  A et  q sont  premiers  entre  eux,  (art  précé- 
dent), on  fera,  suivant  la  méthode  du  § IV,  art.  48  ci- 
dessus  , 

z = nq  — Aq' , 

n et  q'  étant  deux  nombres  entiers  indéterminés  j ce  qui  chan- 
gera la  formule  2.“  — Bq'^  en  celle-ci , 

(71*  — — znAqq' + A’^q* , ' 

dans  laquelle  il  faudra  que  n*  — B soit  divisible  par  A , en 
prenant  pour  n un  nombre  entier  non  ]> 

On  essaiera  donc  pour  n tous  les  nombres  entiers  qui  ne 
surpassent  pas  — , et  si  on  n’en  trouve  aucun  qui  rende  n* — B 
divisible  par  A , on  en  conclura  sur-le-champ  que  l’équation 
Afÿ'  = **  — Bq* 

n’est  pas  résoluble  en  nombres  entiers , et  qu’ainsi  la  quantité 
Ay*  -f-  5 ne  saurait  jamais  devenir  un  carré. 

Mais  si  on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs  satisfaisantes  de 
n , on  les  mettra  l’une  après  l’autre  à la  place  de  »,  et  on 
poursuivra  le  calcul  comme  on  va  le  voir. 

Je  remarquerai  seulement  encore  qu’il  serait  inutile  de  don- 
ner  aussi  à n des  valeurs  plus  grandes  que  — ; car  nommant  »', 

A 

n",  n‘‘‘  etc.  les  valeurs  de  n moindres  que , qui  rendront 

n*  — B divisible  par  A , toutes  les  autres  valeurs  de  n qui 
pourront  faire  le  même  effet,  seront  renfermées  dans  ces  for- 
mules, n'ihfi'A,  n"di(/.''A,  n'"  dt. /ji.'"A  etc.  (article  47 
du  I IV)  ; or  substituant  ces  valeurs  à la  place  de  n dans  la 

formule  (»”  — B)q*  — anAq  q'  -f-  A^q* , c’est  - à - dire 
C'iç  — — -ÛÇ*  > il  est  clair  qu’on  aura  les  mêmes  résul- 


J 

1 


Digilized  by  Coogle 


I 


3^2  ADDITIONS. 

tats  que  si  on  mettait  seulement  n' , n."  , n'"  etc.  à la  place 

de  n,  et  qu’on  aioutât  à q*  les  quantités  rp  y't/, 

rp  • '"(]  etc.  desorte  que,  comme  q'  est  un  nombre  indéterminé, 

ces  substitutions  ne  donneraient  pas  des  formules  différentes 

de  celles  qu’on  aura  par  lajsimple  substitution  des  valeurs  n' , 

7»",  7i"‘ , etc. 

53.  Pu  is  donc  que  n*  — B doit  être  divisible  par  A , soit  A' 
le  quotient  de  cette  division , ensorte  que 

AA'z=n^  — B-, 

et  l’équation 

Ap^  = Z®  — Bq^  = — B')q’^  — unAqq'  — A^q* , 

étant  divisée  par  A , deviendra  celle-ci , 

p'=A'q^  — anqq'  -f-  Aq’‘, 

où  A'  sera  nécessairement  moindre  que  A ,k  cause  que 


et  que  B A,  et  ra  non  ^ . 

Or  1°.  si  A'  est  un  nombre  carré,  il  est  clair  que  cette 
équation  sera  résoluble  par  les  méthodes  connues,  et  l’on  en 
aura  la  solution  la  plus  simple  qu’il  est  possible , en  faisant 

q'  — o,  q=  1,  P—  \/A\ 

a“.  Si  A'  n’est  pas  égal  à un  carré , on  verra  si  ce  nombre  ^ 
est  moindre  que  Æ , ou  au  moins  s’il  est  divisible  par  un  nom- 
bre quelconque  carré  , ensorte  que  le  quotient  soit  moindre 
que  B , abstraction  faite  des  signes  ; alors  on  multipliera  toute 
l’équation  par  A' , et  l’on  aura,  à cause  de  AA'  — n“  = — B , 

M 

A'f  — ( A'q  — nq'  )’  — Bq', 
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desorte  qu’il  faudra  que  Bq^  -f"  -^'P^  soit  uo  carré  ; donc  divi- 
sant par  P*  et  faisant 


on  aura  à rendre  carrée  la  formule  By^ C,  laquelle  est, 
comme  l’on  voit,  analogue  à celle  de  l'article  a.  Ainsi,  si  C 
contient  un  facteur  carré  y’^ , on  pourra  le  supprimer , en  ayant 
attention  de  multiplier  ensuite  par  y la  valeur  qu’on  trouvera 
pour_y‘,  pour  avoir  sa  véritable  valeur;  et  l’on  aura  une  for- 
mule qui  sera  dans  le  cas  de  celle  de  l’article  5i , mais  avec 
cette  différence  que  les  coefliciens  B et  C de  celle-ci  seront 
moindres  que  les  coefliciens  A et  jB  de  celle-là. 

54-  Mais  si  A'  n’est  pas  moindre  que  B,  nine  peut  le  devenir, 
en  le  divisant  par  le  plus  grand  carré  qui  le  mesure  , alors  on 
fera 


et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation , elle  deviendra 


ou 

et 


P*  = A'q'^  i — an'q"q'  -f-  A"q^, 
71*  r=  re  — vA' , 


A"  = A'v’^  — zny  -f-  A 


— B 
■ A'"' 


On  déterminera , ce  qui  est  toujours  possible , le  nombre 

A' 

entier  v,  ensorte  que  n*  ne  soit  pas  — , abstraction  faite  des 
signes , et  alors  il  est  clair  que  A"  deviendra  <^A‘  ,k  cause  de 
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et  de 

• A' 

Jî  = ou  , n = ou  — . 

^ a 

On  fera  donc  ici  le  même  raisonnement  que  nous  avons 
fait  dans  l’article  précédent , et  si  A'^  est  carré , on  aura 
la  résolution  de  l’équation;  si  A''  n’est  pas  carré,  mais 
qu’il  soit  ^ ou  qu’il  le  devienne  , étant  divisé  par  un  carré  , 
on  multipliera  l’équation  par  A" y et  on  aura,  eu  faisant 


— — V A'^  — C 

A —C, 

la  formule  By'  + C , qui  devra  être  un  carré , et  dans  laquelle 
les  coefllciens  B et  C , (après  avoir  supprimé  dans  Clés  di- 
viseurs carrés,  s’il  y en  a),  seront  moindres  que  ceux  de  la 
formule  Ay’^  -}-  Æ de  l’art.  5i . 

Mais  si  ces  cas  n’ont  pas  lieu,  on  fera,  comme  ci-dessus, 

q'=v'q"  + q'", 

et  l’équation  se  changera  en  celle-ci , 


ou 

et 


P*  z=  A"  q^  — an"q"q'"  + A q\ 
n"=zn'  —v'A", 


A'^'  = A"l‘  — a/i'i-»  + A' = 

On  prendra  donc  pour  »'  un  nombre  entier , tel  que  n"  ne 
A" 

soit  pas  ^ , abstraction  faite  des  signes  ; et  comme  B n’est 

pas  >•  A"  y ( hyp.  ) , il  s’ensuit  de  l’équation 
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qne  sera  <^A"\  ainsi  on  pourra  faire  de  rechef  les  mêmes 
raisonnemens  que  ci-dessus,  et  on  en  tirera  des  conclusions 
semblables,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  comme  les  nombres  A,  A',  A",  A'"  etc. 
forment  une  suite  décroissante  de  nombres  entiers,  il  est  visi- 
ble qu’en  continuant  cette  suite  , on  parviendra  nécessairement 
à un  terme  moindre  que  le  nombre  donné  B ; et  alors  nom- 
mant ce  terme  C , on  aura,  comme  nous  l’avons  vu  ci-dessus, 

la  formule  By'^  -f-  C à rendre  égale  à un  carré.  Desorte  que 
par  les  opérations  que  nous  venons  d'exposer , on  sera  toujours 
assuré  de  pouvoir  ramener  la  formule  Ay^  -f-  Z?  à une  autre 

I 

plus  simple , telle  que  By^  -j-  C , au  moins  si  le  problème  est 
résoluble. 

55.  Or , de  même  qu’on  a réduit  la  formule  Ay'  B k 
celle-ci  By^  -f-  C,  on  pourra  réduire  cette  dernière  à cette 

I 

autre-ci  / Cy’^  -f-  D , où  Z>  sera  moindre  que  C , et  ainsi  de  suite  ; 
et  comme  les  nombres  A , B , C , D etc.  forment  une  série 
décroissante  de  nombres  entiers,  il  est  clair  que  cette  série  ne 
pourra  pas  aller  à l’infini , et  qu’ainsi  l’opération  sera  toujours 
nécessairement  terminée.  Si  la  question  n’admet  point  de  solu- 
tion en  nombres  rationnels  , on  parviendra  à une  condition  im- 
possible ; mais  si  la  question  est  résoluble,  on  arrivera  toujours 
â une  équation  semblable  à celle  de  l’art.  53 , et  Où  l’un  des 
coefficiens,  comme  A' , sera  carré;  ensorte  qu'elle  sera  sus- 
ceptible des  méthodes  connues;  or  cette  équation  étant  réso- 
lue, on  pourra,  en  rétrogradant,  résoudre  .successivement 
toutes  les  équations  précédentes,  jusqu’à  la  première 

Ap^  -f-  Bq^  = Z*. 

Eclaircissons  cette  m'éthcd  e par  quelques  exemples. 
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EXEMPLE  I. 


5G.  Soit  proposé  de  trouver  une  valeur  rationnelle  de  x, 
telle  que  la  formule  7 + i5x  -(-  i3x*  devienne  un  carré. 
(Voy.  chap.  IV,  art.  67  du  traité  précédent.) 

On  aura  donc  ici 


donc 


a=  7,  i = i5,  c=  i3; 

4c  = 4*i3,  = — tog; 


desorte  qu’en  nommant^  la  racine  du  can'é  dont  il  s’agit,  on 
aura  la  formule  4.  — i3g  qui  devra  être  un  carré  ; ainsi  on 

aura 


A = ^.iZ,  D— — i3g, 


où  l’on  remarquera  d’abord  que  A est  divisible  par  le  carré  4> 
desorte  qu’il  faudra  rejeter  ce  diviseur  carré  et  supposer  sim- 
plement A—iZ',  mais  on  se  souviendra  ensuite  de  diviser  par 
3 la  valeur  qu’on  trouvera  pour _y,  (art.  5o). 


On  aura  donc,  enfaisanty'=-,  l’équation 


i3/j“  — i3gq“  = a*, 

ou  bien,  à cause  que  i3g  est  ^ 1 3,  on  fera  _y  = ^,  pour 
avoir  — i3g/>®  -f-  i3q“  = a*,  équation  qu’on  écrira  ainsi. 


— i3g/3“  = a“  — i3q*. 


On  fera,  (art.  5s) , 

z^nq  — i3gq'. 


et  il  faudra  prendre  pour  n un  nombre  entier  non 
c’est-à-dire  <70,  tel  que  n*—  i3  soit  divisible  par  i3g;  je 
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n*—  i3=  iS68  = iSg.ia; 


S97 


desorte  qu’en  faisant  la  substitution  et  divisant  ensuite  par 

— i3g,  on  aura  l’équation 

, = — iaq“  + 2.4iqq'  — i3gq». 

Or,  comme  — 12  n’est  pas  un  carré,  cette  équation  n'a 
pas  encore  les  conditions  requises;  ainsi,  puisque  12  est  déjà 
moindre  que  i3,  on  multipliera  toute  l’tquation  par  — 12,  et 
elle  deviendra 

— l2/}»  = (—  izq  + i^iqY—  i3q% 
desorte  qu’il  faudra  que  i3g“ — i2p“  soit  un  carré,  ou  bien,  en 

. O*  > * 

faisant  que  i3^*  — 12,  en  soit  un  aussi. 

On  voit  ici  qu’il  n’y  aurait  qu’à  faire  y ~ i -,  mais  comme 
ce  n’est  que  le  hasard  qui  nous  donne  cette  valeur,  nous  allons 
poursuivre  le  calcul  selon  notre  méthode  , jusqu’à  ce  que  l’on 
arrive  à une  formule  qui  soit  susceptible  des  méthodes  ordi- 
naires. Comme  12  est  divisible  par  4,  je  rejette  ce  diviseur 
carré,  en  me  souvenant  que  Je  dois  ensuite  multiplier  la  valeur 

de_y'  par  2;  j’aurai  donc  à rendre  carrée  la  formule  iSy*  — 3, 

ou  bien,  en  faisant _y  = j,  ^on  suppose  que  r et  s sont  des 

nombres  entiers  premiers  entre  eux,  ensorte  que  la  fraction 

- soit  déjà  réduite  à ses  moindres  termes  , comme  la  fraction 


celle-ci  x3r* — 3s®;  soit  la  racine  a*,  j’aurai 
i3»®  = s®  -f-  3s® , 

a*  = TOf  — i3f‘ , ' 


et  je  ferai 
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m étant  un  nombre  entier  non  ]>  > c’est-à-dire  <C  7 » 

tel  que  m°  -f-  3 soit  divisible  par  i3;  or  je  trouve  m=5,  ce 
qui  donne 

m*  -f-  3 = 3g  = i3.3; 

donc  substituant  la  valeur  de  a*  et  divisant  toute  l’équatioa 
par  i3,  on  aura 

r*  = 3f“  ~ a.Gsf'  -f-  i3s*. 

Comme  le  coefficient  3 de  s*  n’est  ni  carré  ni  moindre  que 
celui  de  s®  dans  l’équation  précédente , on  fera,  (art.  54)  , 

s = fJiS'  -f-  s" , 

et  substituant  l’on  aura  la  transformée 

r*  = 3i®  — a(G  — 3/t)  j"s'  -|-(3/**— -a.G/u  i3)s*; 

on  déterminera  , ensorte  que  G — 3jU  ne  soit  pas  )>  f,  et  il 
est  clair  qu’il  faudra  faire  (jl  = a,  ce  qui  donne 

G — 3;u  = O ; 

et  l’équation  deviendra 

1 1 1 

= 3f*  -f-  J*, 

laquelle  est,  comme  l’on  voit,  réduite  à l’état  demandé,  puis- 
que le  coefficient  du  carré  de  l’une  des  deux  indéterminées 
du  second  membre  est  aussi  un  carré. 

On  fera  donc , pour  avoir  la  solution  la  plus  simple  qu’il 
est  possible, 

i”  = O,  s*  = 1 , r = 1 ; 

donc 


s=.i^  — a. 
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mais  nous  avons  vu  qu’il  faut  multiplier  la  valeur  de  y'  par 
a ; ainsi  on  aura 

f y = 

donc , en  rétrogradant  toujours,  on  aura  — — 1 ^ donc  q'~pi 
donc  l’équation 


donnera 

donc 

donc 


— iap*=(—  iaq+4iq'y^i5q\ 

(—  i2q  + 4ip)’‘  = p*; 

— i2q+4ip=p>  i^q  = 4^p\ 


9 ^ I » ■ 

y —p  — s > 


mais  comme  il  faut  diviser  la  valeur  dey  par  2 , on  aura  y = * ; 
ce  sera  le  côté  de  la  racine  de  la  formule  proposée  y i5jc 
4-  i3x*;  ainsi  faisant  cette  quantité  = on  trouvera  par 
la  résolution  de  l’équation , 


d’où 


aGo;  + i5  = dh|, 

1 0 


x=  — ou  = — =. 
On  aurait  pu  prendre  aussi 

— iaq-f4ip=:— p, 

et  l’on  aurait  eu 


et  divisant  par  2 , 
faisant  donc 


v = î = AJ-. 

y-p-o' 

V — Ü* 
y — 1»  > 

7 -t-  x5x  + 13**  = (fi)*, 
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fl6.r  + i5  =±;|; 

x=— ou 

Si  on  voulait  avoir  d’autres  valeurs  de  a: , il  n’y  aurait  qu’à 

chercher  d’autres  solutions  de  l’équation  = 3s“ -f- s’‘ , la- 
quelle est  résoluble  en  général  par  les  méthodes  connues;  mais 
on  peut  aussi,  dès  qu’on  connaît  une  seule  valeur  de  x,  en  dé- 
duire immédiatement  toutes  les  autres  valeurs  satisfaisantes  de 
X par  la  méthode  expliquée  dans  le  chapitre  lY  du  traité 
précédent. 

R E M A R Q’u  E.‘ 

5y.  Supposons  en  général  que  la  quantité  a -f-  ix  + ex* 
devienne  égale  à un  carré  g'*,  lorsque  x—f,  ensorte  que  l’on 
ait 

donc 

a=g*  — i/— c/“; 

desorte  qu'en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  proposée, 
elle  deviendra 

g»  _|_  /)-f-c(x>— /»). 

Qu’on  prenne  g + m ( x — pour  la  racine  de  cette  quan- 
tité, 771  étant  un  nombre  indéterminé,  et  l’on  aura  l’équation 
g^+  ^ —f)  -h  c (^— /*)  =g‘  + 2777g  (x— /)-f  m“(x— /)* ^ 

c’est-à-dire  en  effaçant  g“  de  part  et  d’autre , et  divisant  en- 
suite par  X — f,  ^ I •.  I.  i 

6-f  c(x-f-/)  = a7ng4-  m\x—f)-, 
d’où  l’on  tire  ' 

X = ~ -f-  ^ , 
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Et  il  est  clair  qu’à  cause  du  nombre  indéterminé  m,  cette  ex- 
pression de  X doit  renfermer  toutes  les  valeurs  qu’on  peut  don- 
ner à x,  pour  que  la  formule  proposée  devienne  un  carré; 
car  quel  que  soit  le  nombre  carré  auquel  cette  formule  peut 
être  égale , il  est  visible  que  la  racine  de  ce  nombre  pourra 
toujours  être  représentée  par  g -f-  m (x — f)  , en  donnant  à nt 
une  valeur  convenable.  Ainsi  quand  on  aura  trouvé  par  la  mé- 
thode expliquée  ci-dessus  une  seule  valeur  satisfaisante  de  x,  il 
n’y  aura  qu’à  la  prendre  poury,  et  la  racine  du  carré  qui  en 
résultera,  pour  g ; l’on  aura  , par  la  formule  précédente,  tou- 
tes les  autres  valeurs  possibles  de  x. 

Dans  l’exemple  précédent  on  a trouvé 

. . ^ y = h — !» 

ainsi  on  tera 

g = hf-=-h 

et  1 on  aura 

19  — 1 on»  — am‘ 

'sCni*— i3) 

c’est  l’expression  générale  des  valeurs  rationnelles  dex,  qui 
peuvent  rendre  carrée  la  quantité  7 -|-  i5x  -j- 

EXEMPLE  II. 

58.  Soit  encore  proposé  de  trouver  une  valeur  rationnelle 
de  y , telle  que  a3y*  — 5 soit  un  carré. 

Comme  23  et  5 ne  sont  divisibles  par  aucun  nombre  carré , 
il  n’y  aura  aucune  réduction  à y faire.  Ainsi  en  faisant 


il  faudra  que  la  formule  — 5^*  devienne  Un  carré  a*;  dé 
sorte  qu'on  aura  l’équation 

’ ' ‘ ^ Ji  * » 

,1  aSp’.  a=  a“ -J- 5q*. 

2.  Ce 
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On  fera  donc 

z = nq  — 35^' , 

et  il  faudra  prendre  pour  n un  nombre  entier  non  , tel 
que  n*  + 5 soit  divisible  par  a3.  Je  trouve-  n = 8 , ce  qui  donne 

71*  -j-  5 = a3 . 3 , 

et  cette  valeur  de  n est  la  seule  qui  ait  les  conditions  requises. 
Substituant  donc  8q  — aSq'  à la  place  de  z,  divisant  toute 
l’équation  par  ao  , j’aurai  celle-ci , 

P*  r=  3ç“  — a . + sSç* , 

dans  laquelle  on  voit  que  le  coefficient  3 est  déjà  moindre  que 
la  valeur  de  B qui  est  5 , abstraction  faite  du  signe. 

Ainsi  on  multipliera  toute  l’équation  par  3,  et  l’on  aura 
3p*  = (3q  — 8<?')*-f  5?*; 

• P • t?'  ’ 

desorte  qu  en  faisant  — , 

il  faudra  que  la  formule  — 5y*  -f-  3 soit  un  carré , où  les  coef- 
ficiens  5 et  3 n’admettent  aucune  réduction. 

Soit  donc^  = -,  (r  et  s sont  supposés  premiers  entre  eux, 

au  lieu  que  q*  et  p peuvent  ne  pas  l’être)  , et  l’on  aura  à rendre 
carrée  la  quantité  — 5r*  -f  3f*  -,  desorte  qu’en  nommant  la. 
racine  z' , on  aura 

— 5r*-|-3s*=a*,  et  de  là — br^=z'  — 3i*. 

On  prendra  donc 

I 

z'  = TTlf  + , 

et  il  faudra  que  m soit  un  nombre  entier  non  > | , et  tel  que 
m*  — 3 soit  divisible  par  5 ; or  c’est  ce  qui  est  impossible  ; car 
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ta  ae  [kotarrait  prendre  (pie  mr=n  ou  = 3 , ce  qtii  donne 

w”  — 5 — — 2 ou  = 1 . 

I 

Ainsi  on  en  doit  conclure  (pie  le  problème  n’est  pas  résoluble , 
c’est-à-dire  qu’il  est  impossible  (pie  la  formule  aSy’'  — 5 puisse 
Jamais  devénir  égale  à un  nombre  carré,  quelque  nombre  que 
l’on  substitue  à la  place  de_y. 

COROLLAIHE. 

Sq.  Si  on  avait  une  équation  (pielcompie  du  second  degré 
à deux  inconnues , telle  que 

a bx  cy  dx^  -f~  éjy  -f-Jy*  = o , 

et  (pie  l’on  proposât  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de  jtf 
etj»  qui  satisfissent  à cette  équation,  on  y pourrait  parvenir, 
lorsque  cela  est  possible,  par  la  méthode  que  nous  venons 
d’exposer. 

En  effet,  si  on  tire  la  valeur  de_y  en  x , on  aura 

+ V/((c-f-ex)*  — 4/'(a-f-ix-f.tb*)), 

ou  bien  en  faisant 

ti  = c^  — 4qf,0=z^e  — 4b/, 

zfy  +ex  +c=.  v/(*  H- + >x*)  ; 

desorte  que  la  question  sera  réduite  à trouver  des  valeurs  de 
X qui  rendent  rationnel  le  radical  -f-  <3x  -f-  ). 

REMARQUE. 

6o.  Nous  avons  déjà  traité  ce  même  sujet,  mais  d’une  ma-* 
nière  un  peu  différente  , dans  les  Mémoires  de  V Academie  des 
Sciences  de  Berlin  pour  l'année  1767,  et  nous  croyons  être  les 

a 
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premiers  qui  ayons  donné  une  méthode  directe  et  exempte  de 
tâtonnement  pour  la  solution  des  problèmes  indéterminées  du 
second  degré.  Le  lecteur  qui  sera  curieux  d’approfondir  cette 
matière,  pourra  consulter  les  3/emoir«  cités,  où  il  trouvera 
surtout  des  remarques  nouvelles  et  importantes  sur  la  recher- 
che des  nombres  entiers  qui , étant  pris  pour  n , peuvent  ren- 
dre 7i“  — B divisible  par  A , A et  B étant  des  nombres  donnés. 

On  trouvera  aussi  dans  les  Mémoires  pour  les  années  1770 
et  suivantes,  des  recherches  sur  la  forme  des  diviseurs  des 
nombres  représentés  par  a*  — Bq’^-,  desorte  que  par  la  forme 
même  du  nombre  A , on  pourra  juger  souvent  de  l’impossibi- 
lité de  l’équation 

' Apf‘=z’‘  — Bq*  ^ 
où  Ay*  -j-  j5  = à un  carré , ( art.  5a  ). 
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PARAGRAPHE  VI. 

Sut  les  doubles  et  triples  égalités. 

8i.  IN" ou  s traiterons  ici  en  peu  de  mots  des  doubles  et 
triples  égalités , qui  sont  d’un  usage  très-fréquent  dans  l’ana- 
lyse de  Diophante,  et  pour  la  solution  desquelles  ce  grand 
géomètre  et  ses  commentateurs  ont  cru  devoir  donner  des 
règles  particulières. 

Lorsqu’on  a une  formule  contenant  une  ou  plusieurs  incon- 
nues à égaler  à une  puissance  parfaite  , comme  à un  carré  ou 
à un  cube,  etc.  cela  s’appelle,  dans  l’analyse  de  Diophante, 
une  égalité  simple  ',  et  lorsqu’on  a deux  formules  contenant  la 
même  ou  les  mêmes  inconnues  à égaler  chacune  à des  puis- 
sances parfaites,  cela  s’appelle  une  égalité  double,  et  ainsi  ds 
suite. 

Jusqu’ici  on  a vu  comment  il  faut  résoudre  les  égalités  sim- 
ples où  l’inconnue  ne  passe  pas  le  second  degré,  et  où  la 
puissance  proposée  est  la  seconde , c’est-à-dire  le  carré. 

Voyons  donc  comment  on  doit  traiter  les  égalités  doubles  et 
triples  de  la  même  espèce. 

6a.  Soit  d’abord  proposée  cette  égalité  doublée , 

a -f-  ix  = à un  carré 
c -j-  tir  = à un  carré , 

où  l’inconnue  xne  se  trouve  qu’au  premier  degré. 

Faisant  a -\-.bx  =:  t*  et  c tir  = w? , et  cha.ssant  x d» 

3 
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ces  deux  équations , on  aura 

ad  — ic  = dt*  — hu*  j 

donc 

dt*  = iu*  ad  — bc , 

et 

(^dty  — dbu^  + ( ad  — -bc^d) 

desorte  que  la  difficulté  sera  réduite  à trouver  une  valeur  ra-^ 
tionnelle  de  u , telle  que  dbu^  + ad^  — hcd  devienne  un  carré. 
On  résoudra  cette  égalité  simple  par  1^  méthode  exposée  ci-i 
dessus  , et  connaissant  ainsi  u on  aura 


Si  l’égalité  doublée  était 

ax**  -f-  Jx  = à un  carré 
ex*  -f-  dx  x=  à un  carré , 

il  n’y  aurait  qu’à  faire 

' 1 

Æ = — .. 

X* 

et  multiplier  ensuite  l’une  et  l’autre  formule  par  le  carre  x*., 
on  aurait  ces  deux  autres  égalités 

C -{-  ix  = a un  c^e , c ^ carre  ^ 

qui  sont  semblables  aux  précédentes. 

Ainsi  on  peut  résoudre  en  général  toutes  les  égalités  double» 
où  l'inconnue  ne  passe  pas  le  premier  degré  , et  celles  où  l’in- 
connue se  trouve  dans  tous  les  termes , pourvu  qu’elle  ne  passe 
pas  le  second  degré  ; mais  il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  ^ çy\ 
fl  des  égalités  de  cette  forme , 

O -f-  é.r  -f-  ex*  — à un  carré 

_ ç ^ = » «“  ‘-arrç-. 
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Si  on  résout  la  première  de  ces  égalités  par  notre  méthode , 
et  qu'on  nomme  yia  valeur  de  x qui  rend  a 6a;  -f-  cx“  =au 
carré  g*,  on  aura  en  général,  (art.  67), 

fm*  — 2g77I  + i + 

SC  * ■ " ^ 

m*  — c 

donc  substituant  cette  expression  de  x , dans  l’autre  formula 
fc  -f-fix-f-yx*,  et  la  multipliant  ensuite  par  (m* — c)*,  on 
aura  à résoudre  l'égalité 

*(7n®  — c)*  + i8  (m*  — c)  (Jm*  — agm  + i + cf) 

~h  y (y^*  — ^ 4-  = à un  carré , 

dans  laquelle  l’inconnue  m monte  au  quatrième  degré. 

Or  on  n’a  jusqu’à  présent  aucune  règle  générale  pour  ré- 
soudre ces  sortes  d’égalités , et  tout  ce  qu’on  peut  faire , c’est 
de  trouver  successivement  différentes  solutions,  lorsqu’on  en 
connaît  une  seule.  (Voyez  le  chapitre  IX.) 

63.  Si  on  avait  la  triple  égalité 

ax-+-  by  ^ 

ex  -f-  dy  >=  àun  carré , 
hx  -\~ky  ) 

on  ferait 

ax  ~{~by  = t*,  cx-^-dyx=u* , hx-f-^==s*, 
et  chassant  x de  ces  trois  équations,  on  aurait  celle-ci, 

(oA  — — (cA  — = (o<i— c6)i*; 

desorte  qu'en  faisant 


U 


er. 
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la  difficulté  ee  réduirait  à résoudre  l’égalité  simple. 


ak  — bh  ck  — dh 

- - , , 2 — — i T — a un  carre 

ad  — cb  ad  — cb 


laquelle  est,  comme  l’on  voit,  dans  le  cas  de  notre  méthode 
générale. 

Aj-ant  trouvé  la  valeur  de  z,  on  aura 

M =tz,  \ 


et  les  deux  premières  équations  donneront 


y ad  — cb 


t\ 


Mais  si  la  triple  égalité  proposée  ne  contenait  qu’une  seule 
variable  , on  retomberait  alors  dans  une  égalité  où  l’inconnue 
monterait  au  quatrième  degré. 

En  effet,  il  est  clair  que  ce  cas  peut  se  déduire  du  précédent^ 
en  faisant 

desorte  qu’il  faudra  que  l’on  ait 


az^  — c 
_ — \ 

ad  — cb  * 

et  parconséquent 

02“  — c , , 

• -7-T— — rr  ~ a un  carre. 

ad  — CD 

Or  nommant/’  une  des  valeurs  de  2 qui  peuvent  satisfaire  4 
Vénalité  ci-dessus,  et  faisant,  pour  abréger  , 

ak  — bh 

çd.- — cb 
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on  aura  en  général,  (art.  67), 

fm‘  — 2^m  + ef 
Z — — . 

771*  — e 

Donc , substituant  cette  valeur  de  a dans  la  dernière  égalité, 
et  la  multipliant  toute  par  le  carré  de  m’  — e , on  aura  celle-ci, 

— Qpm  + efy  — c(m^  — e)® 

— ^ J , — = a un  carre , 

• ad  — cb 

où  l’inconnue  m monte,  comme  l’on  voit,  au  quatrième  degré. 
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Méthode  directe  et  générale  pour  trouver  toutes 
les  valeurs  dey  exprimées  en  nombres  entiers  y 
par  lesquelles  on  peut  rendre  rationnelles  les 
quantités  de  la  forme. 

V/(Aj*  + B), 

K et  ^ étant  des  nombres  entiers  donnés;  et 
pour  trouver  aussi  toutes  les  solutions  possibles 
en  nombres  entiers  des  équations  indéterminées 
du  second  degré  à deux  inconnues. 

Addition  pour  le  Chapitre  VI. 

64.  0 ü O I Q ü E par  la  métaode  du  5 V on  puisse  trouver 
des  formules  générales  qui  renferment  des  valeurs  rationnelles 
de^,  propres  à rendre  Ay’^  + B égal  à un  carré,  cependant 
ces  formes  ne  sont  d’aucun  usage , lorsqu’on  demande  pour_y 
des  valeurs  exprimées  en  nombres  entiers;  c’est  pourquoi 
nous  sommes  obligés  de  donner  ici  une  méthode  particu- 
lière pour  résoudre  la  question  dans  le  cas  des  nombres 
entiers. 

Soit  donc 

Ay'  j9  = a:  ; 

et  comnle-.>^  et  B sont  supposés  des  nombres  entiers , et  quejr 
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doit  être  aussi  un  nombre  entier , il  est  clair  que  x devra  être 
pareillement  entier;  desorte  qu’on  aura  à résoudre  en  nombres 
entiers  l'équation 

X*  — cy*  = B. 

Je  coiatnenee  par  remarquer  ici  que  â B n’est  divisible  par 
aucun  nombre  carré,  il  faudra  nécessairement  que  _y  soit  pre- 
mier à B',  car  supposons,  s’il  est  possible,  que_y  et  .6  aient 
une  commune  mesure  «,  ensorte  que 

y=.ay,B—nB'\ 

donc  on  aura 

X?  ^ ■=.  <tB' , 

d’où  il  s’ensuit  qu’il  faudra  que  x*  soit  divisible  par  «t  ; et  comme 
çt  n’est  ni  carré  ni  divisible  par  aucun  carré  (Ayp.)  , à cause 
que  <t  est  facteur  de  B , il  faudra  que  x soit  divisible  par  <t; 
faisant  donc 


pu  bien  en  divisant  par  <t, 

, «X*  = ^Ay*  B'  ; 

d’où  l’on  voit  que  B'  devrait  encore  être  divisible  par  «,  ce 
qui  est  contre  l’hypothèse. 

Ce  n’est  donc  que  lorsque  B contient  des  facteurs  carrés 
que  y'  peut  avoir  une  commune  mesure  avec  B\  et  il  est  facile 
de  voir  par  la  démonstration  précédente,  que  cette  commune 
mesure  de_y  et  de  B ne  peut  être  que  la  racine  d’un  des  fac- 
teurs carrés  de  £ , et  que  le  nombre  x devra  avoir  la  même 
commune  mesure  ; ensorte  que  toute  l’équation  sera  divisibl» 
le  carré  de  ce  commua  diviseur  de  x,y  et  B. 
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De  là  je  conclus , i®.  que  si  B n’est  divisible  par  aucun  carrée 
et  Z?  seront  premiers  entre  eux. 

2°.  Que  si  B est  divisible  par  un  seul  carré  «*,  y pourra  être 
premier  à £ , ou  divisible  par  « , ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  fau- 
dra examiner  séparément  ; dans  le  premier  cas  on  aura  à ré- 
soudre l’équation 

X*  — = B , 

en  supposant  y et  B premiers  entre  eux;  dans  le  second,  on 
aura  à résoudre  l’équation 

JJ 

B'  étant  = ®r>  supposant  aussi _y  et  B'^  premiers  entre  eux; 

mais  il  faudra  ensuite  multiplier  par  tt  les  valeurs  qu’on  aura 
trouvées  pour_y  et  x,  à l’effet  d’avoir  les  valeurs  convenables  à 
l’équation  proposée. 

3”.  Que  si  B est  divisible  par  deux  différens  carrés , et  /S*, 
on  aura  trois  cas  à considérer;  dans  le  premier,  on  résoudra 
l’équation 

en  regardant^  et  B comme  premiers  entre  eux;  dans  le  second, 
on  résoudra  de  même  l’équation 

X*  — Ay*^  = B' , 

B'  étant  = l’hypothèse  de_y  et  B'  premiers  entre  eux, 

et  on  multipliera  ensuite  les  valeurs  de  x et  y»  par  «;  dans  le 
troisième , on  résoudra  l’équation 

« af  — Ay^  = B", 

B"  étant  dans  l’hypothèse  deyr  et  fi"  premiers  entre 

eux,  et  on  multipliera  ensuite  les  valeurs  de  x et  dey»  par  j8. 
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4".  etc.  Ainsi  on  aura  autant  d’équations  différentes  à ré- 
soudre, qu’il  y aura  de  différens  diviseurs  carrés  de.£*,  mais 
ces  équations  seront  toutes  de  la  même  forme 

et  y sera  aussi  toujours  premier  à B.  ^ 

65.  Considérons  donc  en  général  l’équation' 
af-Ay^  = B, 

où  y est  premier  à .B  ; et  comme  x et  doivent  être  des  nom- 
bres entiers , il  faudra  que  x’  — Ay^  soit  divisible  par  B. 

On  fera  donc  , suivant  la  méthode  du  § IV , art.  48 , 

X = ny  — B Z , 

et  l’on  aura  l’équation 

(n“  — A)y'^  — snByz  -f-  B®a*=r  B, 

par  laquelle  on  voit  que  le  terme  (n*  — A^y^  doit  être  divisi- 
ble par  B , puisque  tous  les  autres  le  sont  d’eux-mêmes;  donc  , 
comme ^ est  premier  à B,  {hyp.)  il  faudra  que  v^  — A soit 
divisible  par  B ; desorte  qu’en  faisant 


on  aura,  après  avoir  divisé  par  B , 

Cy^  — anyz  -f-  Bz“  = i . 

or  cette  équation  est  plus  simple  que  la  proposée , en  ce  que  le 
second  membre  est  égal  à l’unité. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  n qui  peuvent  rendre 
n*  — A divisible  par  B ; pour  cela  il  suffira , (art.  47  ) > d’es- 
•ayer  pour  n tous  les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  non 
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4.4 

> — et  si  parmi  ceux-ci  ou  n’en  trouve  aucun  qui  tatisfassé  i 

on  conclura  d’abord  qu’il  est  impossible  quen*—  ^‘puisse  être 
divisible  par  B,  et  qu’ainai  l’équation  proposée  n’est  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers. 

Mais  si  on  trouve  de  cette  manière  un  ou  plusieurs  nombres 
satisfaisans , on  les  prendra  l’un  après  l'autre  pour  n,  ce  qui 
donnera  autant  de  différentes  équations  qu’il  faudra  traiter 
séparément , et  dont  chacune  pourra  fournir  une  ou  plusieurs 
solutions  de  la  question  proposée. 

Quant  aux  valeurs  de  n.qui  surpasseraient  celle  de  —,  on 

en  pourra  faire  abstraction,  parce  qu’eHcs  ne  donneraient 
point  d’équations  différentes  de  celles  qui  résulteront  des  va- 

leurs  de  n qui  ne  sont  pas  ^ —,  comme  nous  l’avons  déjà  mon* 
tré  dans  l’art.  5n. 

Au  reste , comme  la  condition  par  laquelle  on  doit  détermi- 
œr  n est  que  n*  — A soit  divisible  par  .À , il  est  clair  que  cha- 
que valeur  de  n pourra  être  également  positive  ou  négative  ; 
desorte  qu’il  suibra  d’essayer  successivement  pour  n tous  les 

nombres  naturels  qui  ne  sont  pas  plus  grands  que  —,  et  de 

prendre  ensuite  les  valeqrs..  satisfaisantes  de  n tant  en  plus 
qu’en  moins. 

Nous  avons  denné  ailleurs  des  règles  pour  faciliter  la  re-^ 
cherche  des  valeurs  de  n qui  peuvent  avoir  la  propriété  re- 
quise, et  pour  trouver  ces  valeurs  à priori  dans  un  grand 
nombre  de  ca#.  TKoyer.  les  Mémoires  de  Berlin  pour  l'année 
pages  is4  et  0^4' 
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ttésolutïon  de  [équation  Cy*  — r anyz  + Bz^=  i en  nombre» 

entiers. 

On  peut  résoudre  cette  équation  par  deux  méthodes  diifé- 
rentes  que  nous  allons  expliquer. 

PREMIÈRE  MÉTHODE. 

6G.  Comme  les  quantités  C,n,  B sont  supposées  des  nom- 
bres entiers,  de  même  que  les  indéterminées^  et  z,  il  est  n- 
sible  que  la  quantité  Cy^  — anyz  + Bz*  sera  toujours  néces- 
sairement égale  à des  nombres  entiers;  parconséquent  l’unité 
sera  la  plus  petite  valeur  qu’elle  puisse  recevoir,  à moins 
qu’elle  ne  puisse  devenir  nulle,  ce  qui  ne  peut  arriver  que 
lorsque  cette  quantité  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs 
rationnels  ; comme  ce  cas  n’a  aucune  difficulté  , nous  en  fe- 
rons d’abord  abstraction,  et  la  question  se  réduira  à trouver 
les  valeurs  de  ^ et  z,  qui  rendront  la  quantité  dont  il  s’agit  la 
plus  petite  qu’il  est  possible  ; si  le  minimum  est  égal  à l’unité , 
on  aura  la  résolution  de  l'équation  proposée,  sinon  on  sera 
assuré  qu’elle  n’admet  aucune  solution  en  nombres  entiers. 
Ainsi  le  problème  présent  rentre  dans  le  problème  III  du  § II, 
et  est  susceptible  d’une  solution  semblable.  Or  comme  l’on  a ici 

(any  — 4BC  = 4A, 

{art.  65),  il  faudra  distinguer  deux  cas,  suivant  que  A sera 
positif  ou  négatif. 

Premier  cas  lorsque  n*  — BC  — A<^o. 

t 

67.  Suivant  la  méthode  de  l’article  3a,  il  faudra  réduire  en 

fraction  continue  la  fraction  prise  positivement;  c’est  ce 

qu’on  exécutera  par  la  règle  de  l’article  4 '>  ensuite  on  formera 
par  les  formules  de  l’article  10  la  série  des  fractions  conver* 


Digitized  by  Google 


gentes  vers  et  il  n’y  aura  plus  qu’à  essayer  successive-* 

ment  les  numérateurs  de  ces  fractions  pour  le  nombre  y , et 
les  dénominateurs  correspondaiis  pour  le  nombre  z;  si  la  pro- 
posée est  résoluble  en  nombres  entiers , on  trouvera  de  cette 
manière  les  valeurs  satisfaisantes  de  y et  z;  et  réciproquement 
on  sera  assuré  que  la  proposée  n’admet  aucune  solution  en 
nombres  entiers,  si  parmi  les  nombres  qu’on  aura  essayés,  il  ne 
s’en  trouve  point  de  satisfaisans. 

Second  cas  lorsque  n*  — BC  ~ A'^o. 


68.  On  fera  usage  ici  de  la  méthode  de  l’art.  35  et  suiv. 
ainsi , à cause  de 


E = ^A, 


onconâdérera  d’abord  la  quantité,  (article  3g), 


a 


n ±:  \/A 
C ^ 


dans  laquelle  il  faudra  déterminer  les  signes  tant  de  la  valeur 
de  71,  que  nous  avons  vu  pouvoir  être  également  positive  et 
négative , que  de  ^A  , ensorte  qu’elle  devienne  positive  ; en- 
suite on  fera  le  calcul  suivant 


Ç»  =— n„  =C,  ,x  C 


Q'  P°  -f  P 


L)o  zji 


Ç”  +Q>,  <— 


. etc. 


etc. 


etc. 
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et  on  continuera  seulement  ces  séries  jusqu’à  ce  que  deux  termes 
correspondans  de  la  première  et  de  la  seconde  série  reparais- 
sent ensemble;  alors,  si  parmi  les  termes  dé  la  seconde  série 
P°,P\  P",  etc.  il  s'en  trouve  un  égal  à l’unité  positive,  ce 
terme  donnera  une  solution  de  l’équation  proposée  , et  les 
valeurs  de  ^ et  z seront  les  termes  correspondans  des  deux 
séries  P*,  P“ , etc.  et  Q°,  Q‘ , Ç“,  calculées  par  les 
formules  de  l’art.  s5  ; sinon  on  en  conclura  sur  le  cbanip  que 
la  proposée  n’est  pas  résoluble  en  nombres  entiers.  {^Voye% 
l’exemple  de  l’article  ^o.  ) 


Troisième  cas  lorsque  à un  carré. 

6ÿ.  Dans  ce  cas  le  nombre  deviendra  rationnel,  et  la 
quantité  Cy'‘  — anyz  -f-  Z?z*  pourra  Se  décomposer  en  deux 
facteurs  rationnels.  En  effet  cette  quantité  n’est  autre  chose 

que  celle-ci , — , laquelle  , en  supposant 

A ~ a* , peut  se  mettre  sous  cette  forme  , 

( Cy  ± ( 71 -f- û ) Z ) ( =h  ( n — a ) Z ) 

C 

Or  comme 

n*  — a‘  = BC-=:(n  a)  (n  — a), 

■ l 

il  faudra  que  le  produit  de  ti  -f-  a par  n — a soit  divisible  pat 
C,  et  parconséquent  que  l’un  de  ces  deux  nombres  n -f- a et 
n — a soit  divisible  par  un  des  facteurs  de  C,  et  l'autre  par 
le  facteur  réciproque  ; supposons  donc  C — bc  et  qiie/t-f-a 
=fb,  et  71  — a = gc,  f et  b étant  des  nombres  entiers  , et  la 
quantité  précédente  deviendra  le  produit  de  ces  deux  facteuts 
linéaires  , cy  et  by  ± gz  -,  donc  , puisque  ces  deux  fac- 

teurs sont  égaux  à des  nombres  entiers  ,. il  est  clair  que  leur 
produit  ne  saurait  être  = i , comme  l'équation  proposée  le 
demande , à moins  que  chacun  d’eux  ne  soit  en  particulier 
fl.  Dd 
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23  ±1 1 ; on  fera  donc 

cy  ±fz=.dt.  1 , by  = ± i ; 

et  on  déterminera  par  là  les  nombres  y et  a ; si  ces  nombres 
se  trouvent  entiers , on  aura  la  solution  de  l’équation  proposée , 
sinon  elle  sera  insoluble  au  moins  en  nombres  entiers. 

SECONDE  MÉTHODE. 

70.  Qu’on  pratique  sur  la  formule  Cy^  — snyz  -f-  Bz'  des 
transformations  semblables  à celles  dont  nous  avons  fait  usage 
plus  haut,  (art.  54)  , et  je  dis  qu’on  pourra  toujours  parvenir 
à une  transformée , telle  que 

Z,'*  — N'ir' 

Jes  nombres  L , M,  N étant  des  nombres  entiers  dépendans 
des  nombres  donnés  C , B , n,  ensorte  que  l’on  ait 

M*  — LN~n'  — CB=iA, 

et  que  de  plus  sM  ne  soit  pas  plus  grand , ( abstraction  faite 
des  signes  ) , que  le  nombre  L , ni  que  le  nombre  N : les  nom- 
bres % et  Useront  aussi  des  nombres  entiers,  mais  dépendans 
des  nombres  indéterminés  y et  z. 

En  effet  soit,  par  exemple,  C moindre  que  B,  et  qu’oa 
mette  la  formule  dont  il  s’agit  sous  cette  forme 

B‘y*  — anyy'-l-By, 

en  faisant 

C—B\  z=.y, 

si  an  n’est  pas  plus  grand  que  .B',  il  est  clair  que  cette  formule 
aura  déjà  d’elle-même  les  conditions  requises  *,  mais  si  an  est 
plus  grand  que  , alors  on  supposera 
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üt  substituant  on  aura  la  transformée 

By  — -xn'y'y"  + B"y^ 
où  n'  = n — mB', 

la ji 

B"  = jtî^B'  — amn  + B = — — — . 

a 

Or,  comme  le  nombre  m est  indéterminé , on  pourra , en  le 
supposant  entier,  le  prendre  tel  que  le  nombre  n — mB'  ne 
soit  pas  plus  grand  que  \,B'\  alors  an*  ne  surpassera  pas  B\ 
Ainsi , si  an'  ne  surpasse  pas  non  plus  , la  tran.-formee  pré= 
oédente  sera  déjà  dans  le  cas  qu’on  a en  vue  ; mais  si  an‘  est 
plus  grand  que  B" , on  continuera  alors  à supposer 

=m'y  +y", 
te  qui  donnera  la  nouvelle  transformée 

1 1 1 1 1 1 T 1 1 1 * 

où  n"=n*  — m*i?**, 

11 

> * * n* 

£"*  =c  Tn^B"  — amn  -f-  = — — — • > 

B 

Ôn  déterminerale  nombre  entier  m* , ensorte  que  n*  — m'£“ 
B" 

ne  soit  pas  plus  grand  que  , moyennant  quoi  a/i"  ne  sur- 
passera pas  B"  ; desorte  que  l'on  aura  la  transformée  cherchée> 
si  ah"  ne  surpasse  pas  non  plus  B'"- , mais  si  an"  surpasse  5“*  j 
on  supposera  de  nouveau 

J'"  = m"y‘"  + y" , etc.  etc. 

Or  il  est  visible  que  ces  opérations  ne  peuvent  pas  aller  à 
l’iufini',  car  puisque  an  est  plus  grand  que  B'  et  que  an'  né 
l’est  pas , il  est  clair  que  n'..  sera  liioindre  que  n ) de  même  an‘ 
est  plus  grand  que  B'^' , et  an"  ne  l’est  pas  ; donc  n"  sera  moim 

a 
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dte  que  n',  et  ainsi  de  suite  -,  desorte  que  les  nombres  n,  n* , 
n"  etc.  formeront  une  suite  décroissante  de  nombres  entiers  , 
laquelle  ne  pourra  parconséquent  pas  aller  à l’inilni.  On  par- 
viendra donc  nécessairement  à une  formule  où  le  coefilcient  du 
terme  moyen  ne  sera  pas  plus  grand  que  ceux  des  termes  ex- 
trêmes, et  qui  aura  d’ailleurs  les  autres  propriétés  que  noua 
avons  énoncées  ci-dessus  ; ce  qui  est  évident  par  la  nature  même 
des  transformations  pratiquées. 

Pour  faciliter  la  transformation  de  la  formule 
Cy’^  — ünyz  + 

en  celle-ci. 


je  désigne  par  D le  plus  grand  des  deux  coefficiens  extrêmes  C 
et  B,  et  par  D' l'autre  coefficient,  et,  vice  versa-,  je  désigne 
par  e la  variable  dont  le  carré  se  trouve  multiplié  par  £>*  et  par  8‘ 
l’autre  variable;  ensorte  que  la  formule  proposée  prenne  cette 
forme 

oh  — ani6' , 

où  D' soit  moindre  que  D ; ensuite  je  n'aurai  qu  a faire  le  cal- 
cul suivant  : 


n 

m — 

îlL 


n*  =n  — m D'  D" 


—m}  D"D'" 


I 

=2^,8  =m  fl*  -fô” 

1 1 

:2^,8*  =m*  fl"-f-fl’" 
111 

:î^,fl*>=m**fl*“+fl'’ 


etc.  etc.  etc. 

où  il  faut  bien  remarquer  que  le  signe  = , qui  est  mis  après  les 
lettres  m,  m' , m"  etc.  n’indique  pas  une  égalité  parfaite , mais 
seulement  une  égalité  aussi  approchée  qu’il  est  possible , en 
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tant  que  m , m‘,  etc.  ne  sont  que  dès  nombres  en- 
tiers. Je  n’ai  employé  ce  signe  = que  faute  d’un  autre  signa 
convenable. 

Ces  opérations  doivent  être  continuées  jusqu’à  ce  que  dans 

la  série  n,  n',  n" , etc.  on  trouve  un  terme  comme  n qui,  (ab- 
straction faite  du  signe),  ne  surpasse  pas  la  moitié  du  terni* 

correspondant  D*  de  la  série  />* , D" , D"'  etc.  non  plus  que  la 
moitié  du  terme  suivant  Alors  on  pourra  faire 

= L,  =^N,  ^ = M,  6'’=;^' 

•U  bien  r 

D =M,  D*'*'  ' =/., 

îfous  supposerons  toujours  dans  la  suite  qu’on  ait  pris  pour  itf 
le  plus  petit  des  deux  nombres  D-^ , 

yi.  L’équation 

Cy*  ^ anjrz  + es  i 
sera  donc  réduite  à celle-ci , 

Z,;*  — aiV|Ÿ  + = 1 , 

où  N*  — LM  = A , et  où  2A'’n*est  ni  >■  L ni  ]>  M,  (abstrac- 
tion faite  des  signes  ).  Or  M étant  le  plus  petit  des  deux  coef- 
ficiens  L et  M,  qu’on  multiplie  toute  l’équation  par  ce  coeffi- 
cient M,  et  faisant 

v=M'¥  — Nl^, 

U est  clair  qu’eQé  se  changera  en  celle-ci, 

3 


I 
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dans  laquelle  il  faudra  maintenant  distinguer  les  deux  cas  de  ^ 

positif  et  de  ^ négatif. 


Soit  1°.  négatif  et  = — a,  a étant  un  nomkre  positif, 
l’équation  sera  donc 


Or,  comme 
on  aura 


1**  + =;=  M. 

a— LM  — N*-, 


d’où  l’on  voit  d’abord  que  les  nombres  jL  et  M doivent  être  de 
juémes  signes  ; d’ailleurs  ne  doit  être  ni  ^ Z,  ni  }>  M\  donc 


^ LM  - 

ne  sera  pas  >■  —y  ; donc 

4 


'{ 


a 


ou  ^^LM; 


et  puisque  M est  supposé  moindre  que  L,  ou  au  moins  pas 
plus  grand  que  on  aura  à plus  forte  raison  , 

a=:Ou  > 

donc  

donc  MCl^x/a. 

On  voit  par  là  que  l’équation 

U»  4-  af  = M 

ne  saurait  subsister  dans  l’hvpothèse  que  v et  ^ soient  des  nom-: 
bres  entiers , à moins  que  î’on  ne  fasse  ^ _ 

5 = O , = M, 

ce  qui  demande  quç  M soit  un  nombre  carré.  . 

Supposons  donc 
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donc  par  l’équation 
on  aura 

et  parconséquent 


1 = 0,  = 


v:=zM'Ÿ  — Nl, 


desorte  que  Ÿ ne  saurait  être  un  nombre  entier,  comme  il  le 
doit , ( Ayp.  ) à moins  que  /x  ne  soit  égal  à l’unité , soit  = ±;  i , 
et  parconséquent 

M ■=.  1. 


De  là  je  tire  donc  cette  conséquence , que  l’équation  propo- 
sée ne  saurait  être  résoluble  en  nombres  entiers,  à moins  que 
M ne  se  trouve  égal  à l’unité  positive.  Si  cette  condition  a lieu , 
alors  on  fera 

^ = O,  Ÿ = i:  1 , 

et  on  remontera  de  ces  valeurs  à celles  de  y et  s. 

Cette  méthode  revient  pour  le  fond  au  même  que  celle  da 
l’article  67 , mais  elle  a sur  celle-là  l’avantage  de  n’exiger  au- 
cun tâtonnement. 

n*.  Soit  maintenant  A un  nombre  positif,  on  aura 
A = N^  — LM-, 


or  comme  N*  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  il  est  clair 

4 

que  l’équation  ne  pourra  subsister,  à moins  que  — Z.  V no 
soit  un  nombre  positif,  c’est-à-dire  que  L et  M ne  soient  do 
signes  düTérens.  Ainsi  A sera  nécessairement  — LM,  ou 
tout  au  plus  = — LM , si  = o;  desorte  qu’on  aura—  LM 
i=:OU  <.ii,et  parconséquent  ‘ " 

; ••  , •>.  . i .) 

. . ’ • ^ ou<xZ,  ' ' . 


. ^ Digitized  by  Coogle 


ADDITIONS. 


4=4 

ou 

3/  = ou  < A. 

Le  cas  de 

3/=  \/A 

ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  A est  im  carré;  parconséquent 
ce  cas  est  très- facile  à résoudre  par  la  méthode  donnée  pin» 
haut  (art.  6g). 

Reste  donc  le  cas  où  A n’est  pas  carré , et  dans  lequel  on 
aura  nécessairement  3/<  \/A , (abstraction  faite  du  signe  de 
Jkf);  alors  l’équatiou 

v>  — A^‘  M 

sera  dans  le  cas  du  théorème  de  l’art.  38  , et  se  résoudra  par- 
conséquent  par  la  méthode  que  nous  y avons  indiquée. 

Ainsi  il  n’y  aura  qu’à  faire  le  calcul  suivant , 


Ç»  =0, 


P=>  =1 


ft  < \/A 


P>  =Q^-.A,i^' 


etc.  etc,  ^ etc. 

qu’on  continuera  jusqu’à  ce  que  deux  termes  correspondans  do 
la  première  et  de  la  seconde  série  reparaissent  ensemble  , ou 
bien  jusqu’à  ce  que  dans  la  série  P' , P“,  P“*,  etc.  il  se 
trouve  un  terme  égal  à l’unité  positive,  c’est-à-dire  = P®  ; 
car  alors  tous  les  termes  suivans  reviendront  dans  le  même 
ordre  dans  chacune  des  trois  séries,  (art.  Sy).  Si  dans  la  série 
P“,  etc,  U se  trouve  un  terme  égal  à 3f,  on  aur« 
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la  résolution  de  l’équation  proposée;  car  il  n’y  aura  qu’à  pren- 
dre pour  U et  Ç les  terdaes  correspondans  des  séries  p' ,|p", 
p"‘  etc.  q' , q" , q'"  , etc.  calculées  d'après  les  formules  de 
l'article  a5  ; et  même  on  pourra  trouver  une  inEnité  de  valeurs 
satisfaisantes  de  v et  en  continuant  à l’infini  les  mêmes 
séries. 

Or  dès  qu’on  connaîtra  deux  valeurs  de  v et  on  aura, 
par  l’équation 

v=zM'Y  — Nl, 

celle  de  Ÿ , laquelle  sera  aussi  toujours  égale  à un  nombre  en- 
tier ; ensuite  on  pourra  remonter  de  ces  valeurs  de  ^ et  , 

c’est-à-dire  de  etfl^,  à celles  de  fl  et  fl‘,  ou  bien  de^ 
et  Z,  (art.  70). 

Mais  si  dans  la  série  P' , P" , P'"  etc.  il  n’y  a aucun  terme 
qui  soit  — M,  on  en  conclura  hardiment  que  l’équation  pro- 
l>osée  n’admet  aucune  solution  en  nombres  entiers.  ^ 

Il  est  bon  de  remarquer  que  comme  la  série  P" ,P' , P"  etc. 
ainsi  que  les  deux  autres,  ()' , Q"  etc.  etp,  p',  etc. 
ne  dépendent  que  du  nombre  ^ ; le  calcul  une  fois  fait  pour 
une  valeur  donnée  de  ^ servira  pour  toutes  les  équations  où  jé, 
c’est-à-dire  — CB , aura  la  même  valeur  ; et  c’est  en  quoi 
la  méthode  précédente  est  préférable  à celle  de  l’art.  68,  qui 
exige  un  nouveau  calcul  pour  chaque  équation. 

Au  reste,  tant  que  A ne  passera  pas  100,  on  pourra  faire 
usage  de  la  table  que  nous  avons  donnée  à l’art.  41  > laquelle 
contient  pour  chaque  radical  [/'A , les  valeurs  des  termes  des 
deux  séries  i’” , — P',  P", — etc.  et  fc , fi' , (j."  , p*", 
etc.  continues,  jusqu’à  ce  que  l’un  des  termes  P\  P“, 
etc.  devienne  =:  1 , après  quoi  tous  les  termes  suivansde  l’une 
et  de  l’autre  série  reviennent  dans  le  même  ordre.  Desorte 
qu’on  pourra  juger  sur-le-champ,  par  le  moyen  de  cette  table. 


* 
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De  la  manière  de  trouver  toutes  les  solutions  possibles 
de  l’équation 

Cy“  — anyz  -}-  Bz*  = i , 
lorsqu’on  n'en  cannait  qu’une  seule. 

73.  Quoique  par  les  méthodes  que  nous  venons  de  donner, 
on  puisse  trouver  successivement  toutes  les  solutions  de  cette 
équation,  lorsqu’elle  est  résoluble  en  nombres  entiers,  cepen^ 
dant  on  peut  parvenir  à cet  objet  d’une  manière  encore  plut 
simple  que  voici  : 

Qu’on  nomme  p et  q les  valeurs  trouvées  de  y et  *,  ensorte 
que  l’on  ait 

Cp*  — anpq  + Bq”  = 1 , 

et  qu’oa  prenne  deux  autres  nombres  entiers  r et  s , tels  que 
ps  — qr=  1 , 

( ce  qui  est  toujours  possible , à cause  que  p et  q sont  néces-> 
sairement  premiers  entre  eux  ) , qu’on  suppose  ensuite 

y~pt-^ru,  zz=:qt-\-su, 

t et  U étant  deux  nouvelles  indéterminées  -,  substituant  ces  ex-* 
pressions  dans  l’équation 

Cy”  — anyz  -1-  Bz”  = 1 , 

et  fûsant  pour  abréger 

P = Cp”  — anpq Bq”, 

Q=Cpr  — n{ps  + qr)  + Bq^,  ' 
fizxCi* — anrs-\->Bs', 
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on  aura  cette  transformée , 

Pl^  + üQtu  Ru*  = 1. 

Or  on  a,  ihyp.) , 

P=i; 

de  plus , si  on  nomme  ^ et  «■  deux  valetirs  de  r et  s qui  satis-i 
fassent  à l’équation 

ps  —qr  = 1, 

on  aura  en  général,  (art.  4^)» 

r = f + mp,  s = «■  + mq, 

m étant  un  nombre  quelconque  entier-,  donc  mettant  ces  va-?* 
leurs  dans  l’expression  de  Q , elle  deviendra 

Ç = Cpp  — n (p<r-+-qp)  + Bqr  + mP-, 

desorte  que  comme  P ~i , on  pourra  rendre  Ç ^ o , en 
prenant 

m = — Cpp  + n(pa-  -f-  qp')  — Bqr. 

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur  de  Q*  — PR  se  ré- 
duit, après  les  substitutions  et  les  réductions,  à celle-ci^ 
(n“  — CB}  (^ps  — qr)*;  desorte  que  comme 

ps  — qr~i, 

on  aura 

Ç*  — PR=n*—CB  = J; 

donc  faisant 

P=i,  Q = o, 

il  viendra  — R ■=  A ^ savoir  R ■=  — A\  ainsi  l’équation  trans-, 
formée  ci-deaeus  se  changera  en  celle-ci , 

J , ,^.-r-Au\^  i; 

çr  comme  _y,  z,  p,  q,  r et  s sont,  par  l’hypothèse,  des  nom-. 
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bres  entiers , il  est  facile  de  voir  que  t et  b seront  aussi  des 

nombres  entiers  j car,  en  tirant  leurs  valeurs  des  équations 

y=pt-{-m,  zz=qt  + su, 

on  a 

t~tyjzLi?  U— sinff 

ps  — qr’  qr—ps'  , 
c’est-à-dire , ^cause  de  ps  — qr=  i , 

t = sy  — rz,  u = pz  — qy. 

n VL  y aura  donc  qu’à  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation 

f 

et  chaque  valeur  de  t et  de  u donnera  de  nouvelles,  valeurs 
de_y  et  z. 

En  effet,  substituant  dans  les  valeurs  générales  de  r et  s la 
valeur  du  nombre  m trouvée  ci-dessus , on  aura 

r=p(i  —Cp')—Bpq(r  + np{pij-  + qf')^ 

5=<r(i  —Êq^)~~Cpqf  +nqip<v  + qp), 

•U  bien,  àcausede  Cp*— -ajtpŸ-f-£q*=i,  . - t-  - 

r—{Bq—np')  {qp-^pf)  =—Bq+np , 
s={Cp  — nq)(pr  — qp)z=Cp  — nq. 

Donc  mettant  ces  valeurs  de  r et  s dans  les  expressions  ci* 
dessus  de  ^ et  2 , on  aura  en  général 

yz=pt—{Bq  — np')u, 
z:^qt-^-{Cp  — nq)u. 

yZ.  Tout  se  réduit  donc  à résoudre  l’équation 

V 
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Or,  1*.  K.  A est  un  nombre  négatif,  il  est  visible  que  cette 
•quation  ne  saurait  subsister  en  nombres  entiers,  qu'en  faisant 

u = o,  1=1, 

ce  qui  donnerait 

y=p,  z = q. 

D’où  l’on  peut  conclure  que  dans  le  cas  où  A est  un  nombre 
positif,  l'équation  proposée, 

— nnyz  — i , 

ne  peut  jamais  admettre  qu’une  seule  solution  en  nombres  en- 
tiers. 

Il  en  serait  de  même  , si  A était  un  nombre  positif  carré  ; 
car  faisant  A — a' , on  aurait 


donc 

donc 


. (t-f*ûu)(t  — au)  — 1 ; 
t-f-oM  = ±i,  t — au  = d:i; 


sau  = o',  ou  u = o,  t—dszi. 

s”.  Mais  si  est  un  nombre  positif  non-carré , alors  l’é- 
quation 

t*  — Au*  = 1 


est  toujours  susceptible  d’une  infinité  de  solutions  en  nombres 
entiers,  (art.  Sy),  qu’on  peut  trouver  toutes  parles  formules 
données  ci-dessus  , ( art.  71 , n°.  a ) •,  mais  il  suffira  de  trouver 
les  plus  petites  valeurs  de  f et  u,  et  pour  cela,  dès  que  l’on 
sera  parvenu,  dans  la  série  P‘,P",  P‘“,  etc.  à un  terme 
égal  à l’unité , il  n’j-  aura  qu'à  calculer  par  les  formules  de 
l’art.  aS  les  termes  correspondaas  des  deux  séries  p',  p*‘, 
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p*“,  etc.  et  q' , q" , etc.  ce  seront  les  valeurs  clierclléet 
de  t et  U.  D’où  l’on  voit  que  le  même  calcul  qu’on  aura  fait 
pour  la  résolution  de  l’équation 

servira  aussi  pour  celle  de  l’équation 
t*  — Au?  = I. 


Au  reste,  tant  que  A ne  passe  pas  loo,  on  a les  plus  pe- 
tites valeurs  de  t et  u toutes  calculées  dans  la  table  qui  est  à 
la  £n  du  chap.  YII  du  traité  précédent,  et  dans  laquelle  les 
nombres  a , m,  n , sont  les  mêmes  que  ceux  que  nous  appe^ 
Ions  ici  A,  t et  u. 

74.  Désignons  par  t',  u*  les  plus  petites  valeurs  de  t , u dans 
l’équation 

t*  — Au’^  = 1 ; 

et  de  même  que  ces  valeurs  peuvent  servir  à trouver  de  nou- 
velles valeurs  de_y  et  a dans  l’équatiou 


Cy*  — 3ja  -f-  B Z?  = 1 , 

de  môme  aussi  elles  pourront  servir  à trouver  de  nouvelles  va* 
leurs  de  t et  u dans  l’équation 


t*  — Aa^  = 1 > 


qui  n’est  qu’un  cas  particulier  de  celle-là.  Pour  cela  il  n’y  aura 
qu’à  supposer 

C=  1 , n=:o. 


ce  qui  donne 


et  prendre  t , u à la  place  dey,  a,  et  P,  u'  à la  place  dep, 
q.  Faisant  donc  ces  substitutions  dans  les  expressions  générales 
de  y et  Z de  l’art.  7a , et  mettant  de  plus  T,  V , à la  place  de 
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t,  U,  on  aura  en  général 

t = Ti'-i-AFu\ 

U =z  Tu'  + Tt' , 

et  pour  la  détermination  de  T et  ^l’équatioa 

T*  — AT*  = 1 , 

qui  est  semblable  à la  proposée. 

Ainsi  J on  pourra  supposer 

T = i\  T=u\ 

te  qui  donnera 

t = t*-{-Au‘,  u=  t'u' -f- t*u'. 

Nommant  donc  t",  u"  les  secondes  valeurs  de  t et  u,  on 
aura 

t"  — t*  + Au* , u"  = at’u*. 

Maintenant  il  est  clair  qu’on  peut  prendre  ces  nouvelles  va- 
leurs t" , u"  à la  place  des  premières  t',  u‘;  ainsi  l'oa  aura 


t = Tt“  -f  ATu" , 
u=Tu"-hTi“, 

où  l’on  peut  supposer  de  nouveau 

r=i',  v—u\ 

ce  qui  donnera 

t — i'l"->fAu'u'\  u = IV* -f 


Ainsi  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  I et  u,  lesquelles  seront 

u'"=iV‘4-u*t**  z=u*(3r“+  Au*), 
et  ainsi  de  suite. 
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76.  La  méthode  précédente  ne  fait  trourer  que  successi- 
vement les  valeurs  t",  t‘“  etc.  u",  u'"  etc.  : voyous  mainte- 
nant comment  on  peut  généraliser  cette  recherche.  Ou  a 
d’abord 

t = Tl'  + AVu} , u r=  Tu>  + Vt'  ; 
d’où  je  tire  cette  combinaison  , 

f±Lu  y A ±.u'  \/A)  {T  ±.V  ^ A')-, 
donc  supposant 

T—V,  r^u\ 

on  aura 

t"±.u"  y'^  = (t‘±u'  S/Ay. 

Qu’on  mette  à présent  ces  valeurs  de  t"  et  «"  à la  place  de 
celles  de  t'  et  u' , l’on  aura 

i±u\/A  — it'i:u'y'AyiT±:r\/A), 

où  faisant  de  nouveau 

T=t',  n=u‘, 

et  nommant  t'",  u'"  les  valeurs  résultantes  de  t et  u,  il 
viendi'a 

t'"  ± u*"  \/A = (^'  ± u'  yAy. 

• on  trouvera  de  même 

r yA~{y  + u'yAy, 

et  ainsi  de  suite.  * 

Donc , si  pour  plus  de  simplicité  on  nomme  maintenant  T 
et  V les  premières  et  plus  petites  valeurs  de  t,u,  que  nous 
avons  nommées  ci-dessus  f* , u' , on  aura  en  general 

t±.uVAz^iT±FyAY, 
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m étant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ; d’où  l’on  tire  , 
à cause  de  l’ambiguité  des  signes 

^ ( T+  VjrAY  + ( T—  V x/A-)^ 

2 

U — y • 

y A 

Quoique  ces  expressions  paraissent  sous  une  forme  irra- 
tionnelle , cependant  il  est  aisé  de  voir  qu’elles  deviendront  rar 
lionnelles,  en  développant  les  puissances  de  Tdt.  ^ A \ car  on 
a , comme  l’on  sait, 

+ T’^W'^A  V/^+ 

Donc 

2 

m (m  - 1 ) (m-^2)  Ç m ^ ^ 

2.3 

I m(m— 0(m— 2)(m— 5)(m— 4)  etc; 

2 .3 . 4 * 3 

où  l’on  pourra  prendre  pour  m des  nombres  quelconques  en- 
tiers positifs. 

II  est  clair  qu’en  faisant  successivement  m = i , 2 , 3,4,  etc; 
on  aura  des  valeurs  dë  t et  de  u , qui  it'ont  en  augmentant. 

Or  je  vais  prouver  que  l’on  aura  de  cette  manière  toutes  les 
valeurs  possibles  de  t et  u,  pourvu  que  T et  en  soient  les 
plus  petites.  Pour  cela  il  suffit  de  prouver  qu’entre  les  valeurs 
de‘  t et  U qui  répondent  à un  nombre  quelconque  m , et  cellei 
a.  £e 
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qui  répondraient  au  nombre  suivant  m-f-  1 , il  est  impossible 
qu'il  se” trouve  des  valeurs  intermédiaires  qui  puissent  satisfaire 
à l'équation 

— Au*  — i. 

Prenons,  par  exemple,  les  valeurs  I"*,  u"* , qui  résultent  de 
la  supposition  de  3,  et  les  valeurs  t"' , u" , qui  résultent 
delà  supposition  771  = 4i  soient,  s’il  est  possible  , d’autres 
valeurs  intermédiaires  â et  v , qui  satisfassent  aussi  à l’équation 

t*  — Au*  = 1 . 

Puisque  l’on  a 

III  m IV  TV 

i*—Au*—ï,  t*  — Au*=i,  è*  — Av*=:i, 
on  aurTV 

ut  lit  IV  IT 

è*  — t*  — A(_v*  — u*), 

d’où  l’on  voit  que  si  ô j>-  P"  et  < t”' , on  aura  aussi  v ^ u"’  et 
■<  De  plus  on  aura  aussi  ces  autres  valeurs  de  t et  u , 
savoir 

r==ê/"' — Avu",  U = Bu''‘ — vt"  , 
qui  satisferont  à la  même  équation 

t*  — Au*  ~ 1 ; 

car  en  les  y substituant,  on  aurait 

(flt"'  —Ai  u"y—Aivl"' — au”  )» = (fi*  — Au*) = aI*)  — 1 , 
équation  identique,  à cause  de 

IV  ÎV 

fi*  — Au*  = I , t*—  Au*  = 1 , 
ijiyp.).  Or  ces  âeux  dernières  équations  donnent 
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donc  mettant  dans  l’expression  de 

u = 6u'’  — t/f». 


à la  place  de  fl , v \/A  + , et  à la  place  de  t‘» , 

U"  [/A  + Jl,  ^ > 


on  aura 


de  même,  si  on  considère  la  quantité  elle 

pourra  aussi , à cause  de 


l!t  III 

t^—Au*=  1 


se  mettre  sous  la  forme 


t‘“  + u"‘  t**  -h  u"'  \/A' 

Or  il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  précédente  doit  être 
plus  petite  que  celle-ci,  à cause  de  fl  > t“'  et  u >•  u“‘  ; donc 
on  aura  une  valeur  de  u,  qui  sera  moindre  que  la  quantité 
t'"u"  — mais  cette  quantité  est  égale  à V\  car 

t-  ^^T^rVA-Ÿ-^iT—WAY 

_ ^ 

a ’ ■ 

. _ ( 7’ + ^ — ( T’— ^ 1/^)» 

a v/^ 

_{^T-\-r}/AY—{T—VYAY 

a ^A  ’ 


t" 


d’ 


ou 


{T—F  \/Ay(T+  V y/A)^ — cr—r\/A)^i  t-^v\/ay 

T\/a  ^ ■ 
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de  plus 

iT—V\/^y(.T+VV^y=^iT^  — Ar^f  = i, 

puisque 

T*—AV^=zx, 

( hypoth.  ) ; donc 

{T—rvAyx(^T^rvAY-T+r\/A, 

et 

iT  — Vy/Ay  + {T+VVAy=zT^r\/A-, 

desorte  que  la  valeur  de  se  réduira  à 

^rVA_ 

z\/A  ~ 

Il  s’ensuivrait  donc  de  là  qu’on  aurait  une  valeur  de  u <V, 
ce  qui  est  contre  l’hypothèse , puisque  V est  supposé  la  plus 
petite  valeur  possible  de  u.  Donc  il  ne  saurait  y avoir  de  va- 
leurs de  I et  U intermédiaires  entre  celles-ci , t“* , £*''  et  u‘‘‘ , 
u*’'.  Et  comme  ce  ræsonnement  peut  s’appliquer  en  général  à 
toutes  valeurs  de  t-  et  u qui  résulteraient  des  formules  ci-des- 
sus, en  y faisant  m égal  à un  nombre  entier  quelconque,  on 
en  peut  conclure  que  ces  formules  renferment  effectivement 
toutes  les  valeurs  possibles  de  t et  u. 

Au  reste  il  est  inutile  de  remarquer  que  les  valeurs  de  t et  de 
u peuvent  être  également  positives  ou  négatives  ; car  cela  est 
visible  par  l’équation  même 

£“  — Au!^  = I . 

De  la  manière  de  trouver  toutes  les  solutions  possibles , en 
nombres  entiers,  des  équations  indéterminées  du  second 
degré  à deux  inconnues. 

t 

76.  Les  méthodes  que  nous  venons  d’exposer  suilîsent  pour 
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la  résolution  complète  des  équations  de  la  forme 

+ 5 = ar*  ; 

mais  il  peut  arriver  qu’on  ait  à résoudre  des  équations  du  se- 
cond degré  d'une  forme  plus  composée  ; c’est  pourquoi  nous 
croyons  devoir  montrer  comment  il  faudra  s’y  prendre. 

Soit  proposée  l’équation 

ar®  + brs  + es*  H-rfr  + es  +/=o, 

où  a,  b , c,  d,  e,f,  soient  des  nombres  entiers  donnés,  et 
où  r et  s soient  deux  inconnues  qui  doivent  être  aussi  des 
nombres  entiers. 

J’aurai  d’abord , par  la  résolution  ordinaire , 

2cr-f-  bs  -\-d=z^  (^{bs  +d)*  — "4®  («*+  « + 
d’où  l’on  voit  que  la  dif&culté  se  réduit  à faire  ensorte  que 
(is+  <f)“  — 4^  (es®  + ef  -f- d) 

soit  un  carré. 

Supposons  pour  plus  de  simplicité 

è®  — 4®c  =.  A , 

bd  — ane  — g, 

et  il  faudra  que  As^  -f*  2gs  + k soit  un  carré  ; supposons  c* 
carré  ensorte  que  l’on  ait  l’équation 

As^  + ügs  + h = y* , 

et  tirant  la  valeur  de  s , on  aura 

■Aî  + g-ViAy^  + ^-^Ah); 

3 j 
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desorte  qu’il  ne  s’agira  plus  que  de  rendre  carrée  la  formula 

Donc  si  on  fait  encore 

g^-Ah  = B, 

on  aura  à rendre  rationnel  le  radical 

V'C^y-f  5); 

c’est  à quoi  on  parviendra  par  les  méthodes  données. 

Soit 

V + 

ensorte  que  l’équation  à résoudre  soit 

B=zx^, 

l’on  aura  donc 

As:\-g—±.x\ 

d’ailleurs  on  a déjà 

zar  + hs  + d x=.  ±.y  -, 

ainsi  dès  qu’on  aura  trouvé  les  valeurs  de  x etj^ , on  aura  celles 
de  r et  s par  les  deux  équations 


A 


Or  comme  r et  ^ doivent  être  des  nombres  entiers , il  est 
visible  qu’il  faudra  i°,  que  x et  y soient  des  nombres  entiers 
aussi;  2°.  que  x — > g soit  divisible  par  A,  et  qu’ensuite 
±y  — d — bs  le  soit  par  aa.  Ainsi , après  avoir  trouvé  toutes 
les  valeurs  possibles  de  x et  y en  nombres  entiers , il  rester^ 
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encore  à trouver  parmi  ces  valeur.'  , cellei  qui  pourront  rendra 
r et  i de»  nombres  entiers. 

Si  A est  un  nombre  négatif  ou  un  nombre  positif  carré  , 
nous  avons  vu  que  le  nombre  des  .solutions  possibles  en  nom- 
bres entiers  est  toujours  limité  ; desorte  que , dans  ces  cas , il  n’y 
aura  qu'à  essayer  successivement  pour  x et  les  valeurs  trou- 
vées, et  si  l’on  n’en  rencontre  aucune  qui  donne  pour  r et  *• 
des  nombres  entiers,  on  en  conclura  que  l’équation  proposée 
n’admet  point  de  solution  de  cette  espèce. 

La  difiiculté  ne  tombe  donc  que  sur  le  cas  où  A est  un 
nombre  positif  non  carré , dans  lequel  on  a vu  que  le  nombre 
des  solutions  possibles  en  entiers , peut  être  in£ni  comme  l’on 
aurait  dans  ce  cas  un  nombre  inGni  de  valeurs  à essayer , on  ne 
pourrait  jamais  bien  juger  de  la  résolubilité  de  l’équation  pro- 
posée , à moins  d’avoir  une  règle  qui  réduise  le  tâtonnement 
entre  certaines  limites;  c’est  ce  que  nous  allons  rechercher. 

77.  Puisqu’on  a , (art.  6.5)  , 


x = ny  — Bz, 

et,  (art.  7a), 

y — pt  — {Dq  — np)u,  z=qt  + (^Cp-nq)u , 

il  est  facile  de  voir  que  les  expressions  générales  de  r et  J se- 
ront de  cette  forme , 

ttX  -f-  T'  "4"  "4“  T'* 

r — - , s—  — , 

<*  ) > T'  I I I étant  de»  nombres  entiers  connus  ; 

et  t,  U étant  donnés  par  les  foromles  de  l’art.  75,  dans  les- 
quelles l’exposant  m peut  être  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque ; ainsi  la  question  se  réduit  à trouver  quelle  valeur  on 
doit  donner  à m , pour  que  les  valeur»  de  r et  s soient  des  nom- 
bres entiers. 

4 
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44o 

78.  Je  remarque  d’abord  qu'il  est  toujours  possible  de  trou- 
ver une  valeur  de  u qui  soit  divisible  par  un  nombre  quelcon- 
que donné  A ; car  supposant 

U—  Aû>, 

— aiû  = I 

laquelle  est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers;  et  l'oti 
trouvera  les  plus  petites  valeurs  de  I et  &> , en  faisant  le  même 
calcul  qu’auparavant , mais  en  prenant  A*  à la  place  de  ; 
or , comme  ces  valeurs  satisfont  aussi  à l’équation 

elles  seront  nécessairement  renfermées  dans  les  formules  de 
l’art.  76.  Ainsi  il  y aura  nécessairement  une  valeur  de  m quj 
rendra  l’expression  de  u divisible  par  A . 

Qu’on  dénote  cette  valeur  de  m par  , et  je  dis  que  si  dans 
les  expressions  générales  de  t et  u de  l’article  cité  , on  fait 

m = a/x, 

la  valeur  de  u sera  divisible  par  A,  et  celle  de  t étant  divisée 
par  A, donnera  1 pour  reste. 

Car  si  on  désigne  par  T*  et  V'  les  valeurs  de  t et  u,  où 
m=fi,  et  par  T"  et  celles  où  m=ziJL,  on  aura  (art.  7b), 

\/A=^T±Fi/A)'*,  T"±V"\/A—Çr±V\/A'f‘"i 

donç 

{T'±.V'\/Ay  = iT\' \/A), 

c’est-à-dire  , en  comparant  la  partie  rationnelle  du  premiei; 

piembre  avec  la  rationnelle  du  seçoud^  et  l’irrationnelle  avep 


l’équation 

deviendra 
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l’irrationnelle 

T»=:7’*  + y/A*,  V"  = zT'V'\ 

'donc  puisque  V'  est  divisible  par  A , le  sera  aussi , et 
7’"  laissera  le  même  reste  que  laisserait  7”*;  mais  on  a 


— 1 , 

{hyp.) , donc  T’*  — i doit  être  divisible  par  A et  même  par 

A “ , puisque  l’est  déjà  ; donc  T*  et  parconséquent  aussi 
T"  étant  divisé  par  A , laissera  le  reste  i. 

Maintenant  je  dis  que  les  valeurs  de  I et  u qui  répondent  à 
un  exposant  quelconque  m , étant  divisées  par  A , laisseront 
les  mêmes  restes  que  les  valeurs  de  t et  u , qui  répondraient 
à l’exposant  m + zp..  Car  désignant  ces  dernières  par  fl  et  u , 
on  aura 


tdtu 

fl±:ü  = 

donc 

e±u  \/A  — {t±.u)/A){^T  y/AŸ^\ 

mais  nous  venons  de  trouver  ci-dessus 

T'  ±.V»  y/ A =.iT±.r  y/Afi* ; 
donc  on  aura 

fldiw  v/y/  = (litu  v'^)(7’“  =h^''  v/y/), 

d ou  1 on  tire , en  faisant  la  multiplication , et  comparant  en- 
suite  les  parties  rationnelles  ensemble  et  les  irrationnelles 
ensemble, 

9 = tTii^Au^i‘,  v=,tFj'±iO"\ 


] 


■M 


Digilized  by  Google 


'44^  ADDITIONS. 

Or  est  divisible  par  A , et  T"  laisse  le  reste  i ; donc 
6 laissera  le  même  reste  que  t,  et  u le  même  reste  que  u. 

Donc,  en  général,  les  restes  des  valeurs'de  t et  « répondantes 
aux  exposans  m-f-  Sfii , tti  + 4/^,  771  + 6/14,  etc,  seront  les 
mêmes  que  ceux  des  valeurs  qui  répondent  à l’exposant  quel- 
conque 77t. 

De  là  on  peut  donc  conclure  que  si  l’on  veut  avoir  les  res- 
tes provenans  de  la  division  des  termes  t',  t",  t'"  etc.  et  u' , 
u“  , u"*  etc.  qui  répondent  à /7i=  1 , 2,  3,  etc.  par  le  nom- 
bre A , il  suffira  de  trouver  ces  restes  jusqu’aux  termes  , 

et  inclusivement  ; car , après  ces  termes , les  mêmes  restes 
reviendront  dans  le  même  ordre,  et  ainsi  de  suite  à l’infini. 

Quant  aux  termes  et  1^^ , auxquels  on  pourra  s’arrêter  , 
ce  seront  ceux  dont  l’un  sera  exactement  divisible  par  A , 

et  dont  l’autre  laissera  l’unité  pour  reste  ; ainsi  il  n’y  aura 
qu’à  pousser  les  divisions  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  aux  res- 
tes 1 et  O ; alors  on  sera  assuré  que  les  termes  suivans  redon- 
neront toujours  les  mêmes  restes  que  l’on  a déjà  trouvés. 

On  pourrait  aussi  trouver  l’exposant  2/ic  à priori  ; car  il  n’y 
aurait  qu’à  faire  le  calcul  indiqué  dans  l’art.  71 , n®  a,  pre- 
mièrement pour  le  nombre  et  ensuite  pour  le  nombre  A A*  \ 
et  si  on  nomme  ■w  le  numéro  du  terme  de  la  série  P' , P"  , 
P'"  etc.  qui,  dans  le  premier  cas,  sera  = 1,  et  p le  numéro  du 
terme  qui  sera  = 1 dans  le  second  cas , on  n’aura  qu’à  cher- 
cher le  plus  petit  multiple  de  t et  de  /> , lequel  étant  divisé 
par  ir , donnera  la  valeur  cherchée  de  p. 

Ainsi  si  l’on  a , par  exemple , 

A = 6 , A ==  3, 

pn  trouvera  dans  la  table  de  l’art.  4*  pour  le  radical  |/6, 

= P' = — 2,  P"=ii 
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donc  T — a', 

ensuite  on  trouvera  dans  la  même  table , pour  le  radical 

V'(S.9)=1/54, 

P°=i,  P‘z=—5,  P“=9,  /"*’=— a,  P‘''=9,  P’=— 5, 

P"=i-, 

doncf  = 6;  or  le  plus  petit  multiple  de  a et  G est  G,  qui 
étant  divisé  par  a , donne  3 pour  quotient , desorte  qu’on 
aura  ici 

ju  r=  3 , 3/u  = G. 

Donc , pour  avoir  dans  ce  cas  tous  les  restes  de  la  division 
des  termes  t' , t“,  t'“  etc.  et  u' , u“ , u"’  etc.  par  3,  il  suf- 
fira de  chercher  ceux  des  six  premiers  termes  de  l’une  et  de 
l’autre  série;  car  les  termes  suivans  redonneront  toujours  les 
mêmes  restes , c’est-à-dire  que  les  septièmes  termes  donne- 
ront les  mêmes  restes  que  les  premiers,  les  huitièmes  les 
memes  restes  que  les  seconds , et  ainsi  de  suite  à l'infini. 

Au  reste  il  peut  arriver  quelquefois  que  les  termes  t‘“  et 

aient  les  mêmes  propriétés  que  les  termes  c’est-à-dire 

que  assoit  divisible  par  A , et  que  laisse  l’unité  pour  reste. 
Dans  ces  cas  on  pourra  s’arrêter  à ces  mêmes  termes;  car  les 

restes  des  termes  suivans  etc.  i/*"*"*  etc. 

seront  les  mêmes  que  ceux  des  termes  t' , t" , etc.  u' , u” , etc. 
et  ainsi  des  autres. 

En  général  nous  dé.'ignerons  par  M la  plus  petite  valeur  de 
l’exposant  m , qui  rendra  t — 1 et  u divisibles  par  A . 

79.  Supposons  maintenant  que  l’on  ait  une  expression  quel- 
conque composée  de  t et  de  u et  de  nombres  entiers  donnés , 
manière  quelle  représente  toujours  des  nombres  entiers, 
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et  qu’il  s’agisse  de  trouver  les  valeurs  qu'il  faudrait  donner  à 
l'exposant  m , pour  que  cette  expression  devînt  divisible  par 
un  nombre  quelconque  donné  A *,  il  n'y  aura  qu’à  faire  suc- 
cessivement m = i , a , 3,  etc.  jusqu’à  Jlf;  et  si  aucune  de 
ces  suppositions  ne  rend  l’expression  proposée  divisible  par  A 
on  en  conclura  hardiment  qu’elle  ne  peut  jamais  le  devenir, 
quelques  valeurs  qu’on  donne  à m. 

Mais  si  l’on  trouve  de  cette  manière  une  ou  plusieurs  valeurs 
de  m qui  rendent  la  proposée  di\'isible  par  A , alors  nommant  N 
chacune  de  ces  valeurs , toutes  les  valeurs  possibles  de  m qui 
pourront  faire  le  même  effet , seront  N,  N -j-  M,  IV  + 

N + 5M  etc.  et  en  général  N + ^ étant  un  nombre  en- 

tier quelconque. 

De  même , si  l’on  avait  une  autre  expression  composée  de 
même  de  t,  u et  de  nombres  entiers  donnés,  laquelle  dut 
être  en  même  temps  divisible  par  un  autre  nombre  quelcon- 
que donné  A',  on  chercherait  pareillement  les  valeurs  conve- 
nables de  Met  de  N,  que  nous  désignerons  ici  par  M'  et  N' , 
et  toutes  les  valeurs  de  l’exposant  m qui  pourront  satisfaire  à 
la  condition  proposée , seront  renfermées  dans  la  formule 
iV'-f-^'M*,  A'  étant  un  nombre  quelconquè  entier.  Ainsi  il 
n’y  aura  qu’à  chercher  les  valeurs  qu’on  doit  donner  aux  nom- 
bres entiers  A et  a*,  pour  que  l’on  ait 

N.  -f-  aM  = ■ -f.  a‘M, 

savoir 

Ma  — Ma'  — N'  — N, 


équation  résoluble  par  la  méthode  de  l’article  42.' 

Il  est  maintenant  aisé  de  faire  l’application  de  ce  que  nous 
venons  de  dire  au  cas  de  l’art.  77 , où  les  expressions  propo- 
sées sont  de  la  forme  At  y , a't  y* , et  les 

diviseurs  sont  cT  et 

11  faudra  seulement  se  souvenir  de  prendre  ks  nombres  t 
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et  U successivement  en  plus  et  en  moins  , pour  avoir  tous  les 
cas  possibles. 

REMARQUE. 

80.  Si  l’équation  proposée  à résoudre  en  nombres  entiers 
était  de  la  forme 

cr*  -f-  abrs  + es*  = f, 

on  ypourrait  appliquer  immédiatement  la  méthode  de  l’art.  G3; 
car  i”.  il  est  visible  que  r et  s ne  pourraient  avoir  un  com- 
mun diviseur,  à moins  que  le  nombrey ne  fut  en  même  temps 
divisible  par  le  carré  de  ce  diviseur;  desorte  qu’on  pourra 
toujours  réduire  la  question  au  cas  où  r et  s seront  premiers 
entre  eux.  a“.  On  voit  aussi  que  s et  /"ne  pourraient  avoir  un 
commun  diviseur , à moins  que  ce  diviseur  n’en  fut  un  aussi 
du  nombre  a , en  supposant  r premier  à s ; ainsi  on  pourra 
réduire  encore  la  question  au  cas  où  s et  y seront  premiers 
entre  eux.  ( Voyez  l’art.  64-  ) 

Ors  étant  supposé  premier  à y,  et  à r , on  pourra  faire 
r — ns  — fz, 

et  il  faudra,  pour  que  l’équation  soit  résoluble  en  nombres  en- 
tiers , qu’il  y ait  une  valeur  de  n positive  ou  négative  pas  plus 

f 

grande  que  ^ , laquelle  rende  la  quantité  an*  + abn  -f-  c divi- 
sible pary  Cette  valeur  étant  mise  à la  place  de  n,  toute  l’é- 
quation deviendra  divisible  pary,  et  se  trouvera  réduite  au  cas 
de  celle  de  l'art.  65  et  suiv. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  même  méthode  peut  servir  à ré- 
duire toute  équation  de  la  forme 

cr™  -j-  br”s  -f-  cr™  ~ 's*  -f-  etc.  -f-  bs"'  —f, 
a,  b,  c etc.  étant  des  nombres  entiers  donnés,  et  r et  s deux 
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iadétermmées  qui  doivent  être  aussi  des  nombres  entiers , en 
une  autre  équation  semblable  , mais  dans  laquelle  le  terme  tout 
connu  soit  runité , et  alors  on  y pourra  appliquer  la  méthode 
générale  du  § II.  ( Voy.  la  remarque  de  l’art.  3o.) 

EXEMPLE  I. 


8i.  Soit  proposé  de  rendre  rationnelle  cette  quantité , 

(/  (3o  + S2i  — 7^“), 

en  ne  prenant  pour  s que  des  nombres  entiers  ; on  aura  donc 
à résoudre  cette  équation 


3o  + 6as  — 7f*  =J'® , 

laquelle  étant  multipliée  par  7 , peut  se  mettre  sous  cette 
forme , 


7.30  + (3i)®  — (7J  — 3j)®=7y*. 
ou  bien  en  faisant 


et  transposant 
ou 


75  — 3i  = X, 
x»=  1171  —7y, 


x*4-7y  = ii7i. 

Cette  équation  est  donc  maintenant  dans  le  cas  de  l’art.  64  ; 
desorte  qu’on  aura 


A — — 7y  5 = 1171; 


d’où  l’on  voit  d’abord  que  y et  B doivent  être  premiers  entre 
eux,  puisque  ce  dernier  nombre  ne  renferme  aucun  facteur 
carré. 

On  fera,  suivant  la  méthode  de  l’art.  65, 


x — uy  — 1 171Z, 
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et  il  faudra , pour  que  l'équation  soit  résoluble  , que  l’on  puisse 
trouver  pour  n un  nombre'  entier  positif  ou  négatif  non 

^ c’est-à-dire  non  > 58o , tel  que  n*  — ou  n*  7 soit 

divisible  par  B ou  par  1171. 

Je  trouve 

n = db  3ai , 

ce  qui  donne 

n*-f  7=  1171  X 88; 

ainsi  je  substitue  dans  l’équation  précédente  ±3ai_y— - 1171a 
à la  place  de  x , moyennant  quoi  elle  se  trouve  toute  divisible 
par  1171,  et  la  division  faite , elle  devient 

88y“  q:  64^yz  -f- 1 171a”  = 1. 

Pour  résoudre  cette  équation  , je  vais  faire  usage  de  la  se- 
conde méthode  exposée  dans  l’art.  70 , parcequ’elle  est  en 
effet  plus  simple  et  plus  commode  que  la  première.  Or  comme 
le  coeibcient  de_y*  est  plus  petit  que  celui  de  a*,  j’aurai  ici 

0=1171,  O' = 88,  n = d;3ai; 

donc  ' retenant  pour  plus  de  simplicité  la  lettre  _y  à la  place 
de  fl,  et  mettant  y'  à la  place  de  a,  je  ferai  le  calcul  sui- 
vant, où  je  supposerai  d’abord  n = 3ai  : 

m = = 4»”*  =3?i  ”4-88  = — 3i , 

TU*  = — — =— 3,n“  =-3i-f-3.ii  =:a, 

11 

Q 

771'*  = - = 2,/»'"=a  — a.ï  =0, 

11,  y = 4y^'+y^, 

y = — 3y  -fy", 

D"  = ^ =7,  yi =ayi  + jj'. 
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. Z)"'  D'^ 

Puisque  7i"‘  = O et  parconséquent  <[  et  , on 

s’arrêtera  ici  et  on  fera 


D'"=zMz=i,  Z)"'  = £,  = 7,  n“'=o  = i\'', 

et 

r*=^,  y''  = 'P, 

à cause  que  Z>*“  est<^  D"'. 

Maintenant  je  remarque  que  A étant  =—7,  et  parconsé- 
quent négatif,  U faut , pour  la  résolubilité  de  l’équation , que 
l’on  ait  \M  = 1 ; c’est  ce  que  l’on  vient  de  trouver  ; desorte 
qu’on  en  peut  conclure  d’abord  que  la  résolution  est  possible. 
On  supposera  donc 


^=y’=o,  y''' z=  ±.  I ■ 

et  l’on  aura,  par  les  formules  ci-dessus, 

y = ±i , y = :+:3=z,  ^ = i2±  I rp  11 . 

les  signes  ambigus  étant  à volonté.  Donc 

a;  = 3ai^  — 11713  = qi  18, 


et  conséquemment 


a:  -f-  3i 

s_ 


4<t  


Or  comme  on  exige  que  la  valeur  de  s soit  égale  à un  nombre 
entier,  on  ne  pourra  prendre  que  s — j. 

11  est  remarquable  que  l’autre  valeur  de  s,  savoir  ^3.^  quoi- 
que fractionnaire , donne  néanmoins  un  nombre  entier  pour  la 
valeur  du  radical  V/(3o-f-G2s  — et  le  même  nombre 

11  que  donne  la  valeur  s = 7 ; desorte  que  ces  deux  valeurs 
de  s seront  les  racines  de  l’équation 


3o  -f-  6as  — 74*  = 121. 
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Nous  avons  supposé  ci-dessus  n=3ai;  or  on  peut  faire 
également  n = — 5ai  ; mais  il  est  facile  de  voir  d'avance  que 
tout  le  changement  qui  en  résultera  dans  les  formules  prece- 
dentes, c’est  que  les  valeurs  de  m,  m',  m‘\  et  de  n',  n“,  chan- 
geront de  signe,  moyennant  quoi  les  valeurs  dey/‘  et_y  devien- 
dront aussi  de  différens  signes,  ce  qui  ne  donnera  aucun 
nouveau  résultat,  puisque  ces  valeurs  ont  déjà  d elles-mêmes 
le  signe  ambigu  ±. 

Il  en  sera  de  même  dans  tous  les  autres  cas;  desorte  qu’on 
pourra  toujours  se  dispenser  de  prendre  successivement  la  va- 
leur de  71  en  plus  et  en  moins. 

La  valeur  5 = 7 que  nous  venons  de  trouver , résulte  de  la 
valeur  de  ti  = ±:  Sai  ; on  pourrait  trouver  d’autres  valeurs 
de  s,  si  on  trouvait  d’autres  valeurs  de  n qui  eussent  la  condi- 
tion requise;  mais  comme  le  diviseur  iî  = 1171  est  un  nom- 
bre premier , il  ne  saurait  y avoir  d’autres  valeurs  de  n de  la 
même  qualité , comme  nous  l’avons  démontré  ailleurs,  (Mé- 
moires de  Berlin,  pour  l'année  17S7,  page  ig4)  , d’où  il  fSut 
conclure  que  le  nombre  7 est  le  seul  qui  puisse  satisfaire  à la 
question. 

J’avoue  au  reste  qu’on  peut  résoudre  le  problème  précédent 
avec  plus  de  facilité  par  le  simple  tâtonnement  ; car  dès  qu'on 
est  parvenu  à l’équation 

1171  —7/, 

U n’y  a qu’à  essayer  pour  y tous  les  nombres  dont  les  car- 
rés multipliés  par  7 ne  surpassent  pas  1171 , c’est-à-dire  tous 
les  nombres  l/— ?—  < i3. 

Il  en  est  de  même  de  toutes  les  équations  où  A est  un  nom- 
bre négatif;  car  dès  qu’on  est  arrivé  à l’equation 

= 5 -j-  Ay"‘, 

où  (en  faisant  = — a), 

a,*  — ay*, 

2.  Ff 
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il  est  clair  que  les  valeurs  satisfaisantes  de  y , s’il  y en  a , ne 

pourront  se  trouver  que  parmi  les  nombres  ~~  Aussi 

n’ai-je  donné  des  méthodes  particulières  pour  le  cas  de  A né- 
gatif, que  parceque  ces  méthodes  ont  une  liaison  intime  avec 
celles  qui  concernent  le  cas  de  A positif,  et  que  toutes  ce» 
méthodes  étant  ainsi  rapprochées  les  unes  des  autres,  peuvent 
se  prêter  un  jour  mutuel  et  acquérir  un  plus  grand  degré  d'é- 
vidence. 


EXEMPLE  II. 

8a.  Donnons  maintenant  quelques  exemples  pour  le  cas  de 
A positif,  et  soit  proposé  de  trouver  tous  les  nombres  entiers 
qu’on  pourra  prendre  pour  y , ensorte  que  la  quantité  radi- 
cale \/(  1^*  -f-  101  ) , devienne  rationnelle. 

On  aura  ici,  (art.  64)  , 

A = i3,  B = iQi , 

' et  l’équation  à résoudre  en  entiers  sera 
ar"  — i3^“  ==  101 , 

dans  laquelle,  à cause  que  loi  n’est  divisible  par  aucun  carré, 
y sera  nécessairement  premier  à loi. 

On  fera  donc , ( art.  65  ) , 

x-zzny—  loiz, 

et  il  faudra  que  n*  — i3  soit  divisible  par  loi , en  prenant 
n<i^<5i. 

Je  trouve  n = 35 , ce  qui  donne 

n*  = laaS,  n* — i3  = laia  = loi  X la; 
ainsi  on  pourra  prendre  n = ±:  35  , et  substituant,  au  lien 
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<3e  X,  ±o5y — loiz,  on  aura  une  équatloB  toute  divisible 
par  101  , qui,  la  division  faite  , sera 

rp  joyz  -f-  ioiz“  = i . 

Employons  encore , pour  résoudre  cette  équation , la  mé- 
thode de  l’art.  70  ; faisons 

D'z=iz,  Z)  = 101 , ra  = ±:35, 

mais  au  lieu  de  la  lettre  fl  nous  conserverons  la  lettre  _y,  et 
nous  changerons  seulement  a en  _y* , comme  dans  l’exemple 
précédent. 

Soit,  1*.  n = 35,  on  fera  le  calcul  suivant: 
m=^=3,  n'=35-3. i2=-i,  D”  =^^^=—1  ,y=5/ +y” , 
=3,  n"  = - 1 -F  1 =0,  D”  = i3,y=/  +y\ 

, Z?"  Z)'“ 

Comme  n"  = o , et  consequemment  et  < , on 

s’arrêtera  ici  et  l’on  aura  la  transformée 

— 2n“y'y’‘  4-z>‘'y  = i , 

ou  bien 

11  111 
—y  = ‘ . 

laquelle  étant  réduite  à cette  forme 

y* — rr: — i , 

sera  susceptible  de  la  méthode  de  l’art.  71,  n®a;  et  comme 
.,^1  = i3  est  <;  100,  on  pourra  faire  usage  de  la  table  de  l’ar- 
ticle 41  ■ 

Ainsi  il  n’y  aura  qu’à  voir  si  dans  la  série  supérieure  des 

a 
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nombres  qui  répondent  à \/i3,  il  se  trouve  le  nombre  i dans 
une  place  paire;  car  il  faut,  pour  que  l’équation  précédente 
«oit  résoluble,  que  dans  la  série  P° , P‘ , P"  , etc.  il  se  trouve 
un  terme  = — i ; mais  on  a 

P°=i,  —P'z=4,  P"  = Zetc. 

donc  etc.  or  dans  la  série  i , 4>  3,  3,  4 , i etc.  on  trouve  jus- 
tement 1 à la  sixième  place , ensorte  que 

donc  on  aura  pne  solution  de  l’équation  proposée,  en  prenant 

y'"=p\  y"  = q\ 

les  nombres  p'',  q”  étant  calculés  d’après  les  formules  de  l’ar- 
ticle a5  , en  donnant  à p,  p* , p"  etc.  les  valeurs 3 , i , i , i , 

1 , 6 etc.  qui  forment  la  série  inférieure  des  nombres  répon- 
dans  à ^/i  3 dans  la  même  table. 

On  aura  donc 
p»  =i 

p‘  =3 
P“=P'  +P* 
p^"=p"  +p‘ 

P>V 

p'f  =p'*  -j-p‘“ 

Donc 

y"  = i8,y*  = 5; 

donc 

y'=y«4.yM_a5^  ^ ~ 3yx -|.y>  =74. 

Nous  avons  supposé  ci-dessus  ;»=35,  mais  on  peut  aussi 
prendre  » =a  — 35. 


q“  =0 
q«  =i 

= 4.  q"  = » 

= 7 q‘‘‘=q"  -fq*  =a 

= Il  q‘»  =q”‘  -|-q*‘  —3 

= 18,  q»  =q"  +q"'  = 5. 
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Soit  donc  2*.  71  = — 35 , on  fera 

7n=i-^,  n'=^35+3.  ,2=i,0»=-^=-i,  j=-3/+y . 

77j=^=— 1 J Tl" =1—1  r=o  D“'=-^=i3,y=— y+j-*, 

ainsi  on  aura  les  mêmes  valeurs  de  D" , D'"  et  n"  qu’aupa- 
ravant , desorte  que  la  transformée  en_y“  et_y'“  sera  aussi  la 
même. 

On  aura  donc  aussi 

y"  = i8,  y = 5; 

donc 

j'=— y+y‘'=i3,  j'=— 2y +y*=— 34. 

Nous  avons  donc  trouvé  deux  valeurs  de  j'  avec  les  valeur» 
correspondantes  de  y'  ou  z;  et  ces  valeurs  résultent  de  la 
supposition  de  ;i=  + 35;  or  comme  on  ne  peut  trouver  au- 
cune autre  valeur  de  n qui  ait  les  conditions  requises,  il  s’ensuit 
que  les  valeurs  précédentes  seront  les  seules  valeurs  primitives 
que  l'on  puisse  avoir;  mais  on  pourra  ensuite  en  trouver  une 
infinité  de  dérivées  par  la  métliode  de  l’art.  72. 

Prenant  donc  ces  valeurs  de  _y  et  z pour  p et  q , on  aura  en 
général , ( art.  cité  ) , 

y = 74«  — ( 101 .23 — 35.74)  u= — 34t  + 267W 
z = 23t  + ( 12.74  — 35.23)ii=  z5t 85it 
ou 

y = — 344  — ( 101 . i3  — 35.34)  “ ~ ^ 

Z ■=  i3t-f-( — 12.34+ 35. i3) il  =:  i3t  + 4?^ 

«t  il  n’y  aura  plus  qu’à  tirer  les  valeurs  de  t et  u de  l’équa- 

3 
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i‘  — i3u“  = 1 ; 

or  ces  valeurs  se  trouvent  déjà  toutes  calculées  dans  la  table 
qui  est  à la  fin  du  chapitre  VII  du  traité  précédent  ; on  aura 
donc  sur-le-champ 

t = 649 , U = 1 80  ; 

desorte  que  prenant  ces  valeurs  pour  T et  F'  dans  les  formules 
de  l’art.  76 , on  aura  en  général 

^ (64q  -f-  180  v/i5)"*  -f-  (64.9  — 180  y/iS)" 

(G4q  -j-  180  v/iS)"* — (64.9  — iGo 

z\/i5 

où  l’on  pourra  donner  à m telle  valeur  qu’on  voudra , pourv» 
qu’on  ne  prenne  que  des  nombres  entiers  positifs. 

Or  comme  les  valeurs  de  t et  u peuvent  être  prises  tant  en 
plus  qu’en  moins , les  valeurs  de  y qui  peuvent  satisfaire  à la 
question,  seront  toutes  renfermées  dans  ces  deux  formules , 

^ = rt  y4t  ± 267U , 

= ± 34t  — 1 zZu , 

les  signes  ambigus  étant  à volonté. 

Si  on  fait  m = 0 , on  aura 

t = 1 , w = c; 

donc 

y=±74i  ou  =±34; 

et  cette  dernière  valeur  sera  la  plus  petite  qui  puisse  résoudre 
le  problème. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  même  problème  dans  les  Mémoi- 
res de  Berlin  pour  l'année  1768,  page  2^3  ; mais  comme 
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nous  y avons  fait  usage  d’une  méthode  un  peu  différente  de  la 
précédente , et  qui  revient  au  même  pour  le  fond  que  la  pre- 
mière méthode  de  l’art.  66  ci-dessus , nous  avons  cru  devoir 
le  redonner  ici,  pour  que  la  comparaison  des  résultats  qui  sont 
les  mêmes  par  l’une  et  l’autre  méthode,  puisse  leur  servir  de 
confirmation , s’il  en  est  besoin. 

EXEMPLE  III. 

83.  Soit  proposé  encore  de  trouver  des  nombres  entiers  qui, 
étant  pris  pour  j/,  rendent  rationnelle  la  quantité 

loO- 

On  aura  donc  à résoudre  en  entiers  l’équatioa 

— 79y  = 101  » 

dans  laquelle  y sera  premier  à 101,  puisque  ce  nombre  ne 
renferme  aucun  facteur  carré. 

Qu’on  suppose  donc 

x = ny—  loiz, 

et  il  faudra  que  n*  — 79  soit  divisible  par  loi  , en  prenant 
n 5i  ; on  trouve  n = 35,  ce  qui  donne 

n*  — i3  = 1010=  101  X 10; 

ainsi  on  pourra  prendre 

n = di  33, 

et  ces  valeurs  seront  les  seules  qui  aient  la  condition  requise. 
Substituant  donc  zt  35y  — 1012  à la  place  de  x , etdivi- 
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sint  toute  l’équation  par  loi , on  aura  cette  transfonuée 

10^*  qr  G6^z  + loiii*  = i. 

On  fera  donc 

D’=io,  D = ipi , 7i  = ±:53, 

et  prenant  d'abord  n en  p/us , on  opérera  comme  dans  l’exem- 
ple précédent  ; on  aura  ainsi 

n'=33— 3. 10=3,  £>"=-5^=— 7,  y=Zy'+y\ 

D'  £>" 

Or  comme  n*  r=  3 est  déjà  •<  — et  < il  ne  sera  pai 
nécessaire  d’aller  plus  loin , ainsi  on  aura  la  transformée 

— 7/— 6yy’ + ioy  = i, 

laquelle  étant  multipliée  par  — 7,  pourra  se  mettre  sous  cette 
forme , 

( 7f  + 3y  * )*  — 79y’  = — 7- 

Puisque  donc  7 est<^  V^79»  cette  équation  est  résoluble, 
il  faudra  que  le  nombre  7 se  trouve  parmi  les  termes  de  la  sé- 
rie supérieure  des  nombres  qui  répondent  à I/79  dans  la  table 
de  l’art.  4*  > même  que  ce  nombre  7 y occupe  une  place 
paire , puisqu’il  a le  signe  — . Mais  la  série  dont  il  s’agit  ne 
renferme  que  les  nombres  1 , 1 5 , 2 , qui  reviennent  toujours  ; 
donc  on  doit  conclure  sur-le-champ  que  la  dernière  équation 
n’est  pas  résoluble,  et  qu’ainsi  la  proposée  ne  l’est  pas,  au 
moins  d’après  la  valeur  de  n = 33. 

Il  ne  reste  donc  qu’à  essayer  l’autre  valeur  « =:  — 33 , la- 
quelle donnera 

«'=^33+3.  io=~3,  d-’=^^=-7,  y^-^y'+y"- 


Digitized  by  Coogl 


457 


ADDITIONS. 

desorte  qu’on  aura  cette  autre  transformée 

— ly'  ~h  ^y'y"  -h  ^°y“  = i / 

laquelle  se  réduit  à Informe 

(7y'  — ’^y"  y — 7.9y  = — 7 »’ 

qui  est  semblable  à la  précédente.  D’où  je  conclus  que  l’équa-* 
tion  proposée  n’admet  absolument  aucune  solution  en  nombre* 
entiers. 


REMARQUE. 

84-  M.  Æu/er , dans  un  excellent  Mémoire  imprimé  dans  le 
tome  IX  des  nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg , trouve 
par  induction  cette  règle , pour  juger  de  la  résolubüité  de  toute 
«quation  de  la  forme 

lorsque  B est  un  nombre  premier;  c’est  que  l’équation  doit 
être  possible  toutes  les  fois  que  B sera  de  la  forme  + C, 
ou  /^n  + r*  — A\  mais  l’exemple  précédent  met  cette  règle 
en  défaut;  car  loi  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
-j-  C — A,  en  faisant 

A = 7ÿ,  n = — 4,  r=38; 

cependant  l’équation 

X®  — - 79^*=  101 

n’admet  aucune  solution  en  nombres  entiers. 

Si  la  règle  précédente  était  vraie , il  s’ensuivrait  que  si  l’é- 
quation 

X*  •—  A y*  = B 
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est  possible  lorsque  B a une  valeur  quelconque  b,  elle  le  se- 
rait aussi  en  prenant 

B = 4-^n  -f-  b , 

pourvu  que,  B fût  un  nombre  premier.  On  pourrait  limiter 
cette  dernière  règle , en  exigeant  que  b fût  aussi  un  nombre 
premier  ; mais  avec  cette  limitation  même  elle  se  trouverait 
démentie  par  l’exemple  précédent  ; car  on  a 

loi  zzz  b ^ 

en  prenant 

■^  = 79.  n = — a,  6 = 733; 

or  733  est  un  nombre  premier  de  la  forme  x*  — 79^*,  en 
faisant 

X = 38 , yz=5-, 

cependant  101  n’est  pas  de  la  même  forme  x*  — - 79^. 
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PARAGRAPHE  VllI  C^). 

Remarques  sur  les  équations  de  la  forme 

p*  = Aq*+  1, 

et  sur  la  manière  ordinaire  de  les  résoudre  en 
nombres  entiers. 

85.  I-iA  méthode  du  chap.  VII  du  traité  précédent,  pour 
résoudre  les  équations  de  cette  espèce , est  la  même  que  celle 
que  M.  IVallis  donne  dans  son  Algèbre,  (chap.  XCVIII)  , et 
qu’il  attribue  à Milord  Brounker  ; on  la  trouve  aussi  dans  l’Al- 
gèbre deM.  Ozanam , qui  en  fait  honneur  à M.  àa  .Fermât. 
Quoi  qu’il  en  soit  de  l’inventeur  de  cette  méthode , il  est  au 
moins  certain  que  M.  de  Fermât  est  l’auteur  du  problème  qui 
en  fait  l’objet  ; il  l’avait  proposé  comme  un  défi  à tous  les  géo- 
mètres anglais,  ainsi  qu’on  le  voit  par  le  commercium  epistolicum 
de  M.  TVallis  : c’est  ce  qui  donna  occasion  à milord  Brounker 
d’inventer  la  méthode  dont  nous  parlons  ; mais  il  ne  paraît  pas 
que  cet  auteur  ait  connu  toute  l’importance  du  problème  qu’il 
avait  résolu  ; on  ne  trouve  même  rien  sur  ce  sujet  dans  les 
écrits  qui  nous  sont  restés  de  M.  Fermât,  ni  dans  aucun  des 
ouvrages  du  siècle  passé , où  l’on  traite  de  l’analyse  indétermi- 
née. Il  est  bien  naturel  de  croire  que  M.  Fermât , qui  s’était 
principalement  occupé  de  la  théorie  des  nombres  entiers , sur 
lesquels  il  nous  a d’ailleurs  laissé  de  très-beaux  théorèmes  , 
avait  été  conduit  au  problème  dont  il  s’agit  par  les  recherches 
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qu’il  avait  faites  Sur  la  résolution  générale  des  équations  de  la 

forme 

x*  = Ay^  + B, 

auxquelles  se  réduisent  toutes  les  équations  du  second  degré  à 
deux  inconnues  ; cependant  ce  n’est  qu’à  M.  Euler  que  nous 
devons  la  remarque  que  ce  problème  est  nécessaire  pour  trou- 
ver toutes  les  solutions  possibles  de  ces  sortes  d’équations. 
(Voyez  le  chap.  VI  ci-dessus,  le  tome  VI  des  anciens  Com- 
mentaires de  Pétersbourg,  et  le  tome  IX  des  nouveaux). 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  démontrer  cette 
proposition  , est  un  peu  différente  de  celle  de  M.  Euler,  mais 
aussi  est-elle,  si  je  ne  me  trompe,  plus  directe  et  plus  géné- 
rale. Car  d’un  côté  la  méthode  de  M.  Euler  conduit  naturel- 
lement à des  expressions  fractionnaires  lorsqu’il  s’agit  de  les 
éviter  ; et  de  l’autre , on  ne  voit  pas  clairement  que  les  suppo- 
sitions qu’on  y fait  pour  faire  disparaître  les  fractions , soient 
les  seules  qui  puissent  avoir  lieu.  En  effet  nous  avons  fait  voir 
ailleurs  qu'il  ne  suffit  pas  toujours  de  trouver  une  seule  solution 
de  l’équation 

x*^Ay+B, 

pour  pouvoir  en  déduire  toutes  les  autres , à l’aide  de  l’é- 
quation ' 

p^=Aq^  + i-, 

et  qu’il  peut  y avoir  souvent,  au  moins  lorsque  B n’est  pas  un 
nombre  premier  , des  valeurs  de  a;  et  qui  ne  sauraient  être 
renfermées  dans  les  expressions  générales  de  M.  Euler. 
( E'oy.  l’art.  45  de  mon  Mémoire  sur  les  problèmes  indéter- 
minés, dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1767). 

Quant  à la  méthode  de  résoudre  les  équations  de  la  forme 

f = Aq-+i, 

il  nous  semble  que  celle  du  chap.  VII  , quelque  ingénieuse 
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<Ju’elle  soit,  est  encore  assez  imparfaite.  Car,  i“.  elle  ne  fait 
pas  voir  que  toute  équation  de  ce  genre  est  toujours  résoluble 
en  nombres  entiers , lorsque  a est  un  nombre  positif  non 
carré.  2“.  Il  n’est  pas  démontré  qu’elle  doive  faire  parvenir 
toujours  à la  résolution  cherchée.  M.  'Wallis  â , à la  vérité  , 
prétendu  prouver  la  première  de  ces  deux  propositions  ; mais 
«a  démonstration  n’est , si  j’ose  le  dire  , qu’une  simple  pétition 
de  principe.  {Voy.  le  chap.  XCIX  de  son  Algèbre).  Je  crois 
donc  être  le  premier  qui  en  ait  donné  une  tout-à-fait  rigou- 
reuse ; elle  se  trouve  dans  les  Mélanges  de  Turin,  tome  IV  ; 
mais  elle  est  très-longue  et  très-indirecte;  celle  de  l’art.  37 
ci-dessus , est  tirée  des  vrais  principes  de  la  chose  , et  ne  laisse , 
ce  me  semble , rien  à desirer.  Cette  méthode  nous  met  aussi 
en  état  d’apprécier  celle  du  chap.  VII,  et  de  reconnaître  les 
inconvéniens  où  l’on  pourrait  tomber,  si  on  la  suivait  sans 
aucune  précaution  ; c’est  ce  que  nous  allons  discuter. 

86.  De  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  S s’ensuit 

que  les  valeurs  de  p et  q qui  satisfont  à l’équatioa 

P*  — •^<7*=!, 

ne  peuvent  être  que  les  termes  de  quelqu’une  des  fractions 
principales  déduites  de  la  fraction  continue  qui  exprimerait  la 
valeur  àe  ^ A \ desorte  que  supposant  cette  fraction  conti- 
nue représentée  ainsi , 


+ + 


-f-  etc. 


on  aura  nécessairement 


q ^ étc. 

n ' 


1 
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ftP  étant  un  terme  quelconque  de  la  série  infinia  //’,  /m"  , etc. 
dont  le  quantième  p ne  peut  se  déterminer  qu’à  posteriori. 

Il  faut  remai'quer  que  dans  cette  fraction  continue  les 
nombres  p.,  p',  p"  etc.,  doivent  être  tous  positifs,  quoique 
nous  ayons  vu  dans  l’art.  3 , qu’on  peut  en  général , dans  les 
fractions  continues , rendre  les  dénominateurs  positifs  ou  néga- 
tifs , suivant  que  l’on  prend  les  valeurs  approchées  plus  petites 
ou  plus  grandes  que  les  véritables  ; mais  la  méthode  du  pro- 
blème I ( art.  fl3  et  suiv.  ) , exige  absolument  que  les  valeurs 
approchées  p,  p',  p",  etc. , soient  toutes  prises  en  défaut. 

87.  Maintenant , puisque  la  fraction  ^ est  égale  à une  frac- 
tion continue  dont  les  termes  sont  p,  p',  p^'  etc.  pP,  il  est 
clair  , par  l’art.  4 > que  p sera  le  quotient  de  p divisé  par  <7  , 
que  p'  sera  celui  de  q divisé  par  le  reste , celui  de  ce  reste 
divisé  par  le  second  reste  , et  ainsi  de  suite  ; desorte  que  nom- 
mant r,  ^ , t,  etc.  les  restes  dont  il  s’agit , on  aura  , par  la 
nature  de  la  division , 

p — p.q-\-r,  q=p'r-^-s,  r — p"s t , etc. 


où  le  dernier  reste  sera  nécessairement  = o , et  l’avant-der- 
0Îer  = 1 , à cause  que  p et  q sont  des  nombres  premiers 

. n 

entr’eux.  Ainsi  p sera  la  valeur  entière  approchée  de  -,  /x* 


celle  de  - , m"  celle  de  - etc. , ces  valeurs  étant  toutes 
r s 

prises  moindres  que  les  véritables , à l’exception  de  la  dernière 

pP , qui  sera  exactement  égale  à la  fraction  correspondante  , à 
cause  que  le  reste  suivant  est  supposé  nul. 


Or,  comme  les  nombres  p,  p',  p" , etc.,  pf^ , sont  les 
mêmes  pour  la  fraction  continue  qui  exprime  la  valeur  de 

£ et  pour  celle  qui  exprime  la  valeur  de  \/  A , oa  peut 

q’ 
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prendre , jusqu’au  terme  (aP , 
c’est-à-dire , 

p^—Aq^  — o. 

Ainsi  on  cherchera  d’abord  la  valeur  approchée  en  défaut  de 
, c’est-à-dire  àt  \/  A , et  ce  sera  la  valeur  de  ; ensuite  on 
substituera  dans 

f^  — Aq'=o, 

à la  place  de  p sa  valeur  pq  -^r,  ce  qui  donnera 
— A)  q'  + zpqr  -f-  = o , 

et  on  cherchera  de  nouveau  la  valeur  approche  en  défaut  de  p , 
c’est-à-dire  de  la  racine  positive  de  l'équation 

ip‘‘—A)Q;^  + Zp^-{-  1 = 0, 

et  l’on  aura  la  valeur  de  p^ 

On  continuera  à substituer  dans  la  transformée 

{p^  — A)  q'  -f  opqT  -f-  r“  = O , 

à la  place  de  q , p'  r-\-s;  on  aura  une  équation  dont  la  racine 

sera  j;  on  prendra  la  valeur  approchée  en  défaut  de  cette 

racine,  et  l’on  aura  la  valeur  de  p".  On  substituera  p"r  -f-s 
à la  place  de  r,  etc. 

Supposons  maintenant  que  tsoit,  par  exemple,  le  dernier 
reste  qui  doit  être  nul,  s sera  l’avant-dernier  qui  doit  = i ; 
donc  si  la  transformée  en  s et  t de  la  formule  p*  — Aq^  est 
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-J-  Qst  + , il  faudra  qu’en  y faisant  • 

t = 0,  S=l 

elle  devienne  = 1 , pour  que  l’équation  proposée 

ait  lieu  ; donc  P devra  être  = 1 . Ainsi  il  n’y  aura  qu’à  conti- 
nuer les  opérations  et  les  transformations  ci-dessus,  jusqu’à 
ce  que  l'on  parvienne  à une  transformée  où  le  coefficient  du 
premier  terme  soit  égal  à l’unité  ; alors  on  fera  dans  cette  for- 
mule la  première  des  deux  indéterminées,  comme  r,  égale  à » , 
et  la  seconde , comme  s , égale  à zéro  ; et  en  remontant , on 
aura  les  valeurs  convenables  de  p et  q. 

On  pourrait  aussi  opérer  sur  l’équation  même 

P»— Aq*=  1, 


en  ayant  seulement  soin  de  faire  abstraction  du  terme  tout 
connu  1 , et  parconséquent  aussi  des  autres  termes  tout  con- 
nus qui  peuvent  résulter  de  celui-ci,  dans  la  détermination 

des  valeurs  approchées  p,  p‘,  etc.  de  - etc.  dan» 

ce  cas  on  essaiera  à chaque  nouvelle  transformation , si  l’é- 
quation transformée  peut  subsister  en  y faisant  l’une  des  deux 
indéterminées  = 1 et  l’autre  = o ; quand  on  sera  parvenu  à 
une  pareille  transformée,  l'opération  sera  achevée,  et  il  n’y 
aura  plus  qu’à  revenir  sur  ses  pas  pour  avoir  les  valeurs  cher- 
chées de  P et  de  q. 


Nous  voilà  donc  conduits  à la  méthode  du  chap.  VII.  A 
examiner  cette  méthode  en  elle-même  et  indépendamment  des 
principes  d’où  nous  venons  de  la  déduire , il  doit  paraître  assez 
indifférent  de  prendre  les  valeurs  approchées  de  p , , p"  etc. 

plus  petites  ou  plus  grandes  que  les  véritables , d’autant  que , 
de  quelque  manière  qu’on  prenne  ces  valeurs,  celles  de  r,  s , 
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t etc.  doivent  aller  également  en  diminuant  jusqu’à  zéro, 
(art.  6). 

Aussi  M.  JValüs  remarque-t-il  expressément  qu’on  peut 
employer  à volonté  les  limites  en  plus  ou  en  moins  pour  les 
nombres  p , p}  , p''  etc.  et  il  propose  même  ce  moyen  comme 
propre  à abréger  souvent  le  calcul  ; c’est  aussi  ce  que  M.  Euler 
fait  observer  dans  l’art,  loaet  suiv.  du  chapitre  cité;  cepen- 
dant je  vais  faire  voir  par  un  exemple , qu’en  s’y  prenant  de 
cette  manière , on  peut  risquer  de  ne  jamais  parvenir  à la  so- 
lution de  l’équation  proposée. 

Prenons  l’exemple  de  l’art,  loi  du  même  chap.  où  il  s’agit 
de  résoudre  une  équation  de  cette  forme, 

p>=6q‘+i, 

ou  bien 

P*  — 6q“  = t . 

On  auradonc 

P — + 0» 

et  négligeant  le  terme  constant  i , 

P = ç\/6; 

donc 

e = V^6>2<3; 

prenons  la  limite  en  moins  et  faisons  p = a,  et  ensuite 

p=aç4-r; 

substituant  donc  cette  valeur,  on  aura 


__2q'‘+4qr-f  1} 

donc 

sr-h  ' (Gr“  — a) 

9-'-— "-v  ' 

a.  Gg 
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OU  bien , en  rejetant  le  terme  constant  — a 


d’où 


<7  = 


<\  3 + y/6 


ar  + r 1/6 


>3<3; 


r a 

prenonsde  nouveau  la  limite  en  moins , et  faisoiu 
q = 3r  + s, 

la  dernière  équation  deviendra 

r*  — ^rs  — 24*  = 1 , 
où  l’on  voit  d’abord  qu’on  peut  supposer 
4 = 0,  r = I ; 

ainsi  on  aura 

q = 2,  p=5. 

Maintenant  reprenons  la  première  transformée 
— aq*  + 4(/r  + r>  = 1 , 


où  nous  avons  vu  que  ^ a et  <^3,  et  au  lieu  de  prendre 

la  limite  en  moins,  prenons-la  en  plus,  c’est-à-dire,  sup- 
posons 

q — '5r  + s, 

ou  bien,  puisque  s doit  être  alors  une  quantité  négative, 
q — Zr  — s, 

on  aura  la  transformée  suivante, 


— 5r*  -f-  8rs  — 24*  = 1 , 

laquelle  donnera 

4t4-  ,/(6.s»_5) 
5 ’ 
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donc  négligeant  le  terme  constant  5 , 

4^  ’ '6  r 4 + 1/6 

r= 3 , 

Prenons  de  nouveau  la  limite  en  plus , et  faisons 
r=  2i  — t, 

— 6i“  + I zst  — ! = 1 ; 


467 


on  aura 
donc 


__  Gl  + — 6) 

, _ _ J 


donc  rejetant  le  ternie  — 6 , 

6t  -f~  1 1/6  s l/G 

g , -_i+-g->i<a; 

Qu’on  continue  à prendre  le®  limites  en  plus,  et  qu’on 
fasse 


il  viendra 
donc 

donc 


s ~ at  — U , 

■—  + 12tU  — 6u*  — 1 ; 

^_6n  + i/(6h°  — 6) 


t 6+1/6 


> 1 < a. 


Faisons  donc  de  même 

t r=:  2u  *—  Æj 

— au“  + 8ux  — 5x*  = 1 ; 


on  aura 


donc  etc. 
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Continuant  de  cette  manière  à prendre  toujours  les  limité» 
en  plus,  on  ne  trouvera  jamais  de  transformée  où  le  coeflicient 
du  premier  terme  soit  égal  à l’unité  , comme  il  le  faut,  pour 
qu’on  puisse  trouver  une  solution  de  la  proposée. 

La  même  chose  arrivera  nécessairement  toutes  les  fois  qu’on 
prendra  la  première  limite  en  moins,  et  les  suivantes  toutes  en 
plus;  je  pourrais  en  donner  la  raison  à priori;  mais  comme 
le  lecteur  peut  la  trouver  aisément  par  les  principes  de  notre 
théorie , je  ne  m’y  arrêterai  pas.  Quant  à présent  il  me  sullit 
d’avoir  montré  la  nécessité  de  traiter  ces  sortes  de  problèmes 
d’une  manière  plus  rigoureuse  et  plus  profonde  qu’on  ne  l’a~ 
vait  encore  fait. 
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PARAGRAPHE  IX. 

De  la  manière  de  trouver  des  fonctions  algébri- 
ques de  tous  les  degrés  ^ qui  étant  multipliées 
ensemble  produisent  toujours  des  fonctions 
semblables. 

Addition  pour  les  chapitres  XI  et  XJI. 


88.  «F E crois  avoir  eu  en  même  temps  que  M.  Euler  l’idée 
de  faire  servir  les  facteurs  irrationnels  et  même  imaginaires 
des  formules  du  second  degré , à trouver  les  conditions  qui 
rendent  ces  formules  égales  à des  carrés  ou  à des  puissances 
quelconques  ; j’ai  lu  sur  ce  sujet  à l’Académie,  en  1788,  un 
Mémoire  qui  n’a  pas  été  imprimé,  mais  dont  j’ai  donné  un  pré- 
cis à la  fin  de  mes  recherches  sur  les  problèmes  indéterminés  , 
qui  se  trouvent  dans  le  volume  pour  l’année  17G7 , lequel  a 
paru  en  17S9,  avant  même  la  traduction  allemande  de  l’Al- 
gèbre de  M.  Euler. 

J’ai  fait  voir  dans  l’endroit  que  je  viens  de  citer  , comment  oa 
peut  étendre  la  même  méthode  à des  formules  de  degrés  plus 
élevés  que  le  second  ; et  j’ai  par  ce  moyen  donné  la  solution 
de  quelques  équations  dont  il  aurait  peut-être  été  fort  diificile 
de  venir  à bout  par  d’autres  voies.  Je  vais  maintenant  généra- 
liser encore  davantage  cette  méthode , qui  me  paraît  mériter 
particulièrement,  l’attention  des  géomètres  par  sa  nouveauté  et 
par  la  singularité. 
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8q.  Soient  a.  et  ^ les  deux  racines  de  l’équation  du  second 
degré 

i*  — as  b = O , 

et  considérons  le  produit  de  ces  deux  facteurs. 


qui  sera  nécessairement  réel  ; ce  produit  sera 


^ + (<*.+ /î)  + «iSy®  ; 

or  on  a 

«t-f-/3  = a,  b, 

par  la  nature  de  l’équation 

J*  — as  + è = o; 


donc  on  aura  cette  formule  du  second  degré 
X*  -f"  > 


laquelle  est  composée  des  deux  facteurs 


x + «y,  x + ^y, 


Maintenant  il  est  visible  que  si  l’on  a une  formule  sem- 
blable 


X*  -f-  ax'y'  -f-  éj*, 


et  qu’on  veuille  les  multiplier  l’une  par  l’autre , il  sufHra  de 
multiplier  ensemble  les  deux  facteurs  x -f-  e^,  x'  -j-  a.y' , et 
les  deux  x -{-^y,  + fiy' , ensuite  les  deux  produits  l'un 

par  l’autre.  Or  le  produit  de  x -j-  tty  par  x*  -f-  tty'‘  est 
■XX*  -f-  <*  ( xy'  -f-  yx'  ) -f-  tt^yy'  ; mais  puisque  a,  est  une  des 
racmes  de  l'équation 


on  aura 
donc 


s*  — as  b — O, 
a’  — aet.  b ~ o; 
= na  — b‘f 
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donc  substituant  cette  valeur  de  dans  la  formule  précédente, 
elle  deviendra 

xx'  — l^yy'  + “ ( ^y'  + y^'  + ) ; 

desorte  qu’en  faisant , pour  plus  de  simplicité , 

X = xx'  — byy' , 

Y = -f-  yx'  + °-yy'  ) 

le  produit  des  deux  facteurs  x ety  , x'  tty' , sera  X-\-nY, 
et  parconséquent  de  la  meme  forme  que  chacun  d’eux.  On 
trouvera  de  meme  que  le  produit  des  deux  autres  facteurs , 
X ^y , x'  -f-  /Sy' , sera  X -f-  BY-,  desorte  que  le  produit  to- 
tal sera  (A’-f-  aY)  (X  -f-  iSY),  savoir 

A”  + aXY  + bY\ 

C’est  le  produit  des  deux  formules  semblables , 

1 1 

X*  -f-  axy  -f-  éy*,  x*  -f-  ox'y*  -}-  by*. 

Si  on  voulait  avoir  le  produit  de  ces  trois  formules  sem- 
blables 

x“  -f-  axy  -f-  éy“, 
x“  -{-  axy  -f-  , 

11  1111  I 1 

x“  -f-  ^ 

il  n’y  aurait  qu’à  trouver  celui  de  la  formule  A*  aXY -f-  bV‘ 

11  I 1 I I II 

par  la  dernière  x*  -f-  n x y -f-  et  il  est  visible  par  les  for- 
mules ci-dessus,  qu’en  faisant 

X'  — Xx"  — bVy", 

Y'  = Xy"  -j-  Yx"  -f-  aVy"  , 

le  produit  cherché  serait 

À“  -f  aXY  + bY\ 
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On  pourra  trouver  de  même  le  produit  de  quatre  ou  d’u* 
plus  grand  nombre  de  formules  semblables  à celle-ci , 

a-*  -f-  axy  -f  hy'^ , 

et  ces  produits  seront  toujours  aussi  de  la  même  forme, 
go.  Si  on  fait 

â = y— y, 

on  aura 

X:=.  X*  — by’‘ , y = 2xy  -f-  ay* 
et  parconséquent 

( -f-  axy  + è/  )•  = A"»  -f  aXr+  bYK 

Donc,  si  l’on  veut  trouver  des  valeurs  rationnelles  de  X et 
Y , telles  que  la  formule  -f-  aXY  -J-  iF*  devienne  un  carré , 
il  n’y  aura  qu’à  donner  à X et  à F les  valeurs  précédentes,  et 
l'on  aura  pour  la  racine  du  carré  la  formule  x*  -rf-  axy  -f-  by^, 
X et  J»  étant  deux  indéterminées. 

Si  on  fait  de  plus 

~ x”  = x'  = Xy.  ~y'  —y 

on  aura 

X'  = Xx  — bYy,  Y'  — Xy+Yx  + aYy, 

c’est-à-dire  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  X et  F, 

X'  = X*  — 5bxy’‘  -f-  aby^  , 

F*  = 3x’_y  3oxy“  -f-  (a®  — ■ b)y^  ; 

donc 

(x®  -f  ax^  ^ by*y  = X®  -f  aXY  -f-  iF*. 

Ainsi,  si  l’on  proposait  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de 
X‘  et  F,  telles  que  la  formule  X®  aXY  -f-  iF*  devînt  un 
cube , il  n’y  aurait  qu’à  donner  à X et  F les  valeurs  précé- 
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dentes,  moyennant  quoi  on  aurait  un  cube  dont  la  racine  serait 

-j-  ajy  -J-  x et_y  étant  deux  indéterminées. 

On  pourrait  résoudre  d’une  manière  semblable  les  questions 
où  il  s’agirait  de  produire  des  puissances  quatrièmes  , cin- 
quièmes etc.  ; mais  on  peut  aussi  trouver  immédiatement  des 
formules  générales  pour  une  puissance  quelconque  m,  sans 
passer  par  les  puissances  inférieures. 

Soit  donc  proposé  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de 
X et  Y,  telles  que  la  formule  -j-  aXY  -f-  bY^  devienne  une 
puissance  m , c’est-à-dire  qu’il  s’agisse  de  résoudre  l’équation 

X»  + aXY+bY’^=Z'". 

Comme  la  quantité  X*  -J-  aXY  -j-  bY‘  est  formée  du  produit 
des  deux  facteurs  X -f-  etY  et  X -j-  jSF,  il  faudra , pour  que 
cette  quantité  devienne  une  puissance  du  degré  m,  que  chacun 
de  ses  deux  facteurs  devienne  aussi  une  semblable  puissance. 

Faisons  donc  d'abord 


X + cY=(x  + uyr; 

et  développant  cette  puissance  par  le  théorème  de  Newton,  oa 
aura 


X"*  -f  mx”  ~ -f  — — x"  “ «• 


i(m  — 0(m  — 2) 


2.3 


x"  “ y ct^  etc. 


Or , puisque  « est  une  des  racines  de  l'équation 


on  aura  aussi 
donc 


s“  — as  -f-  b — O , 

— a<t  -f-  b=z  O ; 


r=  a«t  — b , — bA  = a*  — b")  a — ab , 

= ( a*  •—  6 ) £t*  — ab*  — (a’  — nab  ) a — a^b  b*. 
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et  ainsi  de  suite.  Ainsi  il  n’v  anva  qu’a  Substituer  ces  valeurs 
dnri.s  la  fortmile  ])récc dente , et  elle  .«e  trouvera  par-là  mm- 
po>ée  de  deux  parties,  lune  toute  rationnelle  qu’on  compa- 
rera à X , et  l’autre  toute  multipliée  par  la  racine  a,,  qu’on 
comparera  à aî'. 

Si  pn  fait  pour  plus  de  simplicité 


A' 

~ 1 

B' 

= 0 

A" 

— a 

B" 

— b 

A'" 

— aA" 

— h A' 

B'" 

' = aB"  — bB' 

A"’ 

= aA'" 

— b A" 

B"' 

= aB"'—bO" 

A' 

= aA"> 

— b A'", 

, B'' 

=.aB"<  — bB'" 

etc. 

etc. 

etc. 

en  aura 

, tt  — A'  a,  — B' 

a^~A"  a.  — B" 

A^  = A'"=t  — B"'  • 

a‘>  = A'''  A — A”,  etc. 


Donc  substituant  ces  valeurs , et  comparant , on  aura 


X ~ x”  — mx”~  'y B'  ■ 


fn(m — 'Ifm  — a)  „ 

i L'' i x"'--'y^B"‘  — etc. 

a. a 


+ 


m(jm—  i)  (m  — a) 


a. 3 


x”'~^y^A'^“  -f-  etc. 


Or , comme  la  racine  a n’entre  point  dans  les  expression» 
de  Xet  Y,  U est  clair  qu’ayant 


X+AY=(x+Ayr, 
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4?5 

on  aura  aussi 

X+^Yz=(x  + ^yr, 

donc  multipliant  ces  deux  équations  l’une  par  l'autre,  on  aura 
X*  -f-  aXV  + bV^=  (x®  •\-axy  -f- 
et  parconséquent 

.Z  = X®  -f-  ojy  + èy*. 

Ainsi  le  problème  est  résolu. 

Si  a était  = o,  les  formules  précédentes  deviendraient  bean- 
coup  plus  simples;  car  on  aurait 

A'~i,  A'^  = o,  A"'=—b,  A"  —o,A''  = b\A^'  = o, 
A'"'z=z  — P etc. 

et  de  même 


B'  — O,  B"~b,  B'"'x=.o,B"  r= — Z>®,  £'■=  O,  B"  z=P  etc. 


donc 

O L . m{m— 0(m  — 9)(m  — 3) 

A_x ^ X yb  + 

x’”-iyib‘  — etc. 

tr  m , i m(m — 0(ni  — 2)  „ , 

Y = mx”  ~ _y  ^ 1^- x"  “ y i 

m (m—  1)  (m— 2)  (m— 5)  (m— 4)  Si»_etc. 

2. 3. 4-5 

et  ces  valeurs  satisferont  à l’équation 


X®  -f  6r®  = (.x*  4.  by*y. 

91.  Passons  maintenant  aux  formules  de  trois  dimensions  ; 
pour  cela  nous  désignerons  par  <t,  /S,  y les  trois  racines  de 
l'équation  du  troisième  degré , 

s’ — as^ bs—~  c =0 , 
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et  nous  considérerons  ensuite  le  produit  de  ces  trois  facteurs. 


lequel  sera  nécessairement  rationnel , comme  on  va  le  voir.  La 
multiplication  faite , on  aura  le  produit  suivant, 

ar'+i<t  + ^ + y)afy  + ^ct<‘  + 0^  + y)j^z+(<tH-\-,ty  + liy) 

xy*  + ( -f- «“j. 4- é“<t  4-  4-^»/S)xya  4" 

4'““>*  + /*’’>’)  ■ï'z.*  4-  4-  4-  y’‘afi  )y*i 

~h  ( <*  4-  a*  ; 

or  par  la  nature  de  l’équation  on  a 

et  -f-fi  -j-  y~  a , et/3  -j-  ety  4~  ^ j >tfiy  c ; 

de  plus  on  trouvera 

»’‘  + $'+y*=iet+^-\-yy  — a{etfi  + ciy+^)  = a*—2b, 
«t’“/54-  i**^4-0*ot4-jS’j/  4-  +>)  ( '*^+  *>• 

4-  fiy)  — 5et/3y  ~ab  — 3c , 4"  »y  + 4" 

4"/3>')“  — a(«  4 jS  4 =i*  — aac,  et^^y  4 

4-  = ( « 4 1®  4 > = oc , 4 <*y^  4 ^ 

= («^  4 +^y)  ei/3yz=bc; 

donc  faisant  ces  substitutions,  le  produit  dont  il  s’agit  sera 
a^4oyy  4 (o" — ai)x“z  4 4*(o^ — 3c)  jyz  4 — aac^xa* 

4 çy*  4 «yz  4 4" 

Et  cette  formule  aura  la  propriété , que  si  on  multiplie  en- 
semble autant  de  semblables  formules  que  l’on  veut,  le  produit 
sera  toujours  aussi  une  formule  semblable. 

En  effet , supposons  qu’on  demande  le  produit  de  cette  for- 

I l 1 

mule-là  par  cette  autre-ci,  or  + axy^  + 

4ij>y*  4 (ai  3c)  x|y'a'  4 (^*  — " sac)  x'-*  4 Çy^  4" 
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4-  bcy'z*  + ; il  est  clair  qu’il  n’y  aura  qu’à  ciercher  celui 

de  ces  six  {acteurs,  x ay a.‘z,  x -\-yy -\-y*z, 

x'  -f-  ay'  + «*z‘ , x‘+lSy'-l-  /S‘z‘ , x*  + yy‘  + y'z'  \ qu’on 
multiplie  d’abord  x -f-  *y  -f"  P®*"  + *y'  +■  > o”  auf* 

ce  produit  partiel  xx*  -}-  a (xy'  -j-^x*)  +«*  (xz‘  + *x‘  +yy') 
+ {yz'  + :^‘  ) + ; or  <t  étant  une  des  racines  de  î’é^ 

quation  — as®  + — c = o , on  aura 


parconséquent 

donc 


tt?  — est®  -\-bet.  — c “ O , 


= a*®  — + c; 


ct^=a*^  — iit®  ■4'cst  = (a*  — A) et®  — (ab—  c)  a gc; 

desorte  qu’en  substituant  ces  valeurs , et  faisant  pour  abréger 

X = XX*  — c (y’z*  -f-  zy'  ) -f-  aezz' , 
y = xy*  -f- ^x*  — b (j’s*  -^zy'')  — (ai  — c) zz' , 

Z = xa*  -j-  ax*  +_yy'  -f-  a (yz‘  -f-  zy'  ) + (a®  — b)zz', 

le  produit  dont  il  s’agit  deviendra  de  cette  forme , 

X + «tr+  et®z, 

c’est-à-dire  de  la  même  forme  que  chacun  des  facteurs.  Or 
comme  la  racine  a.  n’entre  point  dans  les  valeurs  de  X,  Y , Z, 
il  est  clair  que  ces  quantités  seront  les  mêmes  en  changeant  * 
•n  j3  ou  en  y;  donc  puisque  l'on  a déjà 

(x-f-«y  + «®a)  Ç^x' ay' tt*z')=:X-i~  »Y  •{•»*Z , 

on  aura  aussi , en  changeant  <e  en  /S , 

(x  + Çy  + C'a)  (x*  + Cy*  + C*a*  ) = X + Cr+  C®Z , 

•t  en  changeant  « en 

ix+yy+y*£j‘ix'  + yy'  + yW)  = X-i-yY+y*Z-, 
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donc  multipliant  ces  trois  équations  ensemble , on  aura  d’ua 

côté  le  produit  des  deux  formules  proposées , et  de  l’autre  la 

formule 

X*  + (a“  — ai)  X^Z  + bXY^  + {ab  — 3c)  XYZ 

+ — 2GC  ) XZ“  + cf  3 + acPZ  + icFZ*  + 

qui  sera  donc  égale  au  produit  demandé,  et  qui  est,  comme 
l’on  voit , de  la  meme  forme  que  chacune  des  deux  formule» 
dont  elle  est  composée. 

Si  on  avait  une  troisième  formule  telle  que  celle-ci , 


cà^*y‘+  (a  — ai») 'cV‘  + èx'y  -f  (aè— 3c)  x"y"z" 
_j_  ( — sac)  x'V  + çy®  + ac^z"  -f  bcy"z^  + cV , 


et  qu’on  voulût  avoir  le  produit  de  cette  formule  et  des  deux 
précédentes , il  est  clair  qu’il  n’y  aurait  qu’à  faire 


X'  = Xx"  — c (Fz"  + Zy*)  + acZz" , 

Y'  = Xy'^ + Yx"  — b(^Yz" + Zy'^)  — {ab  — c)  Zz" 

Z'  = Xz*‘  + Zx"  + ly  ‘ -f-  G ( Fz"  + Zy"  ) -f  (g“— é>)Zz", 

et  l’on  aurait  pour  le  produit  cherché 

-+■  G X“F'  + (g“  — ai)  X^Z'  + bX'  P -f-  (ai  — 3c)  X'  F'Z* 
4-  ( i»  — 2Gc)  X'h  + cb  -j-  achz'  + icF'Z“  -f 
92.  Faisons  maintenant 

x‘  = x,y  =y,z'  = z, 

sous  aurons 

X=  X*  — acyz  -f-  acz”, 

F = 2xy  — aiyz  — (ai  — • c ) z*, 

Z =2xz +y + aayz -f- (a“ — i)z% 
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•t  ces  valeurs  satisferont  à l’équation 

X*  + aX^V  + bXY^  + cl  > 4-  (a"  — zh)  X^Z  + («&_3c)  XYZ 
-h  acY^Z  + (è*  — 2ûc)  XZ^  + bcYZ^  + c’ü*  = 

en  prenant 

+ ay^y  + hry'  + O'^  + (a*  — si)  x’z  + (ai — 3c)  xyn 
-j-  acy’z  + ( i“  — aac  ) xz°  + icyz’  -f-  c^z^  ; 

donc  si  l’on  avait,  par  exemple  , à résoudre  une  équation  d»' 
cette  forme , 

A-3  + aX^Y  + bXY^  ■+-cY^z=J^, 

a,b , c étant  des  quantités  quelconques  données,  il  n’y  aurait 
qu  à rendre  2 = o , en  faisant 

+ 30JS  + (a’  — i* ) Z*  = O , 

d’où  l’on  tire 

y + îiayz  + (a’*  — i)  Z» 

zz  ' 

» 

et  substituant  cette  valeur  de  x dans  les  expressions  précé- 
dentes de  A",  Y et  F,  on  aura  des  valeurs  très-générales  de  ce» 
quantités  , qui  satisferont  à l’équation  proposée. 

Cette  solution  mérite  d’être  bien  remarquée  à cause  de  sa 
généralité  et  de  la  manière  dont  nous  y sommes  parvenus,  qui 
est  peut-être  1 unique  qui  puisse  y conduire  facilement. 

On  aurait  de  même  la  résolution  de  l’équation 

À*  aÂ-P  4-  (a*  _ aé)  À»Z'  4 bX' P -f-  {ab  — 3c)  X'Y'Z^ 
4-  c*”-— aac)A‘Z“  -fcP^acr-“Z‘-f-é>cPZ“4-c*i:3_^^ 
en  faisant  dans  les  formules  ci-dessus 

*“=•*■  = *;y  =y  =j,z"  = z‘=z. 


/ 
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et  prenant 

+ o3?y  + (a*  — si)  x*z  4-  bxy*  + (ai  — 3c)  a^s 
-j-  {b'^—aac'i  xz*  4-  cy'^  4-  «0'“*  + ^0'^“  + 

Et  on  pourrait  résoudre  aussi  successivement  les  cas  où  , au  lieu 
de  la  ft-oisième  puissance  , on  aurait  etc.  ; mais  nous 

allons  traiter  ces  questions  d’une  manière  tout-à-fait  générale , 
comme  nous  l’avons  fait  dans  l’art.  90  ci-dessus. 

q3.  Soit  donc  proposé  de  résoudre  une  équation  de  cette 
forme  , 

+ aX‘r+  (a*  — si)  X‘Z  + bXY^  + ( ai  — 3c)  XYZ 
4-  (i»  — sac)  XZ* 4-  cr3  4-  acPZ  4-  icEZ*  4-  c“Z>  = V”'. 

Puisque  la  quantité  qui  forme  le  premier  membre  de  cette 
équation  n’est  autre  chose  que  le  produit  de  ces  trois  facteurs, 

( X 4-  «E4-  »*Z)(X  4-  /SE  4-  rz  ) (X  4-  Ef'  4-  >“2) , 

il  est  clair  que  pour  rendre  cette  quantité  égale  à une  puis- 
sance du  degré  m/il  ne  faudra  que  rendre  chacun  de  ces  fac- 
teurs en  particulier  égal  à une  pareille  puissance.  Soit  donc 

X4-  *E4-  a“Z  = (x  -f  oy  4-  *'*)’" , 
on  commencera  par  développer  la  puissance  m de  x 4-  «y  -f- 
<ûz  par  le  théorème  de  Newton , ce  qui  donnera 

af'  + mx”'-'iy  + *z')*+-^ i x”'~^  (y  + <tzy<^ 

m(m— i)(m— 3)  etc, 

' 3.3 

ou  bien,  en  formant  les  différentes  puissances  de  y 4-  «iz,  et 
ordonnant  ensuite , par  rapport  aux  dimensions  de  a ; 

x" 4-7nx”"‘^a 4-  (mx”- ’z  4- 

4-(m(m^0x"-“jz  4-  ^ (m— J )^(m—  ,^.1^  gtc. 
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Mais  comme  dans  cette  formule  on  ne  voit  pas  aisément  la 
loi  des  termes  , nous  supposerons  en  général 

( X + )">  = P -f-  + etc; 

et  l’on  trouvera 


P = x” , 

p. 

X ’ 

pu  ^ — 1 )yP'  + 2mzP 
ax  ’ 

pi.i  _ ( ^ — a) yP“  4-  (am  i )zP» , 

3x  * 

»iv  _t^— ‘5)y/*“‘  + (gm — a)ai>“ 

4x 

etc. 

c'est  ce  qui  se  démontre  facilement  par  le  calcul  dilférentiel. 

Maintenant  on  aura , a cause  que  ce  est  une  des  racines  de 
l'équation , 

— as*  -f-Ès  — c = o, 

on  aura,  dis-je^ 


d’où 

donc 


— aa,*  -^bei  — c = O ; 
= aa.*  — bx-f-c; 


— bx*  + cx=(a*  — b)  x*  — (ab  — c)et-|-  ac,’ 

= (a*— b)  x^  — (ab  — c ) a*  + aex  = ( a^— *.  aab -f-  c)  a* 
— (a*b  — é*— -ac)«  + (û*  — c, 

«t  ainsi  de  suite. 

Desorte  que  si  on  fait , pour  plus  de  simplicité , 

2.  Hh 
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4Sa 

A'  —O 
A'^  = 1 

A'''  —a 

A'"  =aA"^  — b A"  ^ cA' 

A'^  = aA'''  — bA"^  + cA" 

A'^  =aA'<  —b  A"  +cA"\ 
etc. 

B'  = 1 

B"  =o 

B'"  =b 

B"'  =aB"^  —bB"  cB' 

B''  ^aB"'  -^bB"'-\- cB'' 

B'<'  = aB''  — bB"<  4-  cB'" , 

etc. 

O =o 

C“  =0 

O"  z=C 

Cy  =iaC'"  — bC"  + cO 

Cy  “ûrC"  — cC"» 

O'  z=aO  —bC"'  +cC‘", 

' etc. 

on  aura 

et  = AU'  — BU  + O 
O.'  = A'U'  — B'U  + C" 
a^=A"U'—B“U-h  C‘“ 

= A'U'  — B'U  + C‘\ 
etc. 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l’expression  de  (x  -f-  eey 
-t-ccU)"',  elle  se  trouvera  composée  de  trois  parties,  1 un® 
toute  rationnelle,  l’autre  toute  multipliée  par*,  et  la  troisième 
toute  multipliée  par  et';  ainsi  il  n'y  aura  qu’a'  comparer  la 
première  à X,  la  seconde  à uV , et  la  troisième  à , et  l’Ott 
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aura  par  ce  moyen 

X = P + P'O  -f-  P"C"  + P'“C"‘  + P'vos  etc. 
r=—  P'B'  — P" B"  — P'"B'"  — #ï'V£>v  etc. 

Z = P'A'  + P" A"  + P'" A'"  + P^'A"'  etc. 

Ces  valeurs  satisferont  donc  à l’équation 

X -f-  *Y  -1-  =:  ( a:  + + **2)'"  ; 

et  comme  la  racine  a.  n’entre  point  en  particulier  dans  le  ex- 
pressions de  X,  K et  Z,  il  est  clair  qu’on  pourra  changer  a. 
en  /3,  ou  en  desorte  qu’on  aura  également 

X + = {x  , 

et 

X-\-yY-\-y*Z=ix  + yy  + Ÿzy. 

Or  multipliant  ensemble  ces  trois  équations , il  est  visible 
que  le  premier  membre  sera  le  même  que  celui  de  l’équation 
proposée , et  que  le  second  sera  égal  à une  puissance  m,  dont 
la  racine  étant  nommée  V,  on  aura 

=z.  X?  -f-  ax^y  + (a’  — zb)x‘z  -j-  (a&  — Zc^xyz 

-f  — 2uc)  -f-  cy^-j-acy^z  ~f-  icyz*  -f-  cV’. 

Ajnsi  on  aura  les  valeurs  demandées  de  À",  Y,  Z et  V , les- 
quelles renfermeront  trois  indéterminées  x , y,  z. 

g4-  Si  on  voulait  trouver  des  formules  de  quatre  dimension# 
qui  eussent  les  mêmes  propriétés  que  celles  que  nous  venons 
d’examiner , il  faudrait  considérer  le  produit  de  quatre  fac- 
teurs de  cette  forme , 

a:  «y  -J-  «.“z  -f-  a?t 

X + &y ^'z  + 

x-j-yy  y^z  -f-  yH 


\ 

\ 

t 


\ 
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en  supposant  que  <i,  |S , y,i'  fussent  les  racines  d’une  équation 

du  quatrième  degré  , telle  que  celle-ci , 

— ai®  -f-  és*  -r-  Ci  -f-  rf=  O ; 

•n  aura  ainsi 


ufi  + ety  -f-  «tif  -|-  Py  -1-  fii'  -f-  — b ^ 

afy  -|-  «jS<r  -f-  Ayf  -f-  =:  c , 

ufiyi'—  d, 

moyennant  quoi  çn  pourra  déterminer  tous  les  coelliciens  dea 
diiférens  termes  du  produit  dont  il  s'agit , sans  connaître  Içj 
racines  a,  y , i' en  particulier.  Mais  comme  il  faudra  faire 
pour  cela  différentes  réductions  qui  ne  peuvent  pas  se  présen- 
ter facilement,  on  pourra  s’y  prendre,  si  on  le  juge  plus  com- 
mode , de  la  manière  que  voici. 

Qu’on  suppose  en  général 

® -f-  iy  •+  s“* -4- i®t  — pi 

«t  comme  i est  déterminé  par  l’équation 

i^  — oi®  -f-  ii“  — Ci  -f-  d = O , 

qu’on  chasse  i de  ces  deux  équations  par  les  règles  connues,  et 
^équation  résultante  de  l’évanouissement  de  s étant  ordonnée, 
par  rapport  à l’inconnue  p , montera  au  quatrième  degré  -,  du 
sorte  qu’elle  pourra  se  mettre  sous  cette  forme, 

_ Np^  -f  ■+■  R = O. 

Or  cette  équation  en  p ne  monte  au  quatrième  degré  qua 
parce  que  i peut  avoir  les  quatre  valeurs,» , /8 , y , <}',  el; 
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^l'ainsi  p peut  avoir  aussi  ces  quatre  valeurs  correspondautes  ^ 

ce  -h  y -h  ““z  + cc^t 

ac  -j-  iSy  -f-  0^z  + |8^t 

^+>j+y^ -h 

X — ^ — f-  J'^z  "f-  J 

lesquelles  ne  sont  autre  chose  que  les  facteurs  dont  il  s’agit 
d’avoir  le  produit.  Donc,  puisque  le  dernier  terme  7Î  doit  être 
le  produit  de  toutes  les  quatre  racines , ou  valeurs  de  f , il  s’en-t 
suit  que  cette  quantité  /î  sera  le  produit  demandé. 

Mais  en  voilà  assez  sur  ce  sujet  que  nous  pourrons  peut- 
être  reprendre  dans  une  autre  occasion. 

Je  terminerai  ici  ces  Additions  que  les  bornes  que  je  me 
suis  prescrites,  ne  me  permettent  pas  d’étendre  plus  loin  ; peut- 
être  même  les  trouvera-t-on  déjà  trop  longues;  mais  les  objets 
que  j’y  ai  traités  étant  d’un  genre  assez  nouveau  et  peu  connu, 
j’ai  cru  devoir  entrer  dans  plusieurs  détails  nécessaires  pour  se 
mettre  bien  au  fait  des  méthodes  que  j’ai  exposées  et  de  leurs 
düTérens  usages. 


FIN. 
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Imprimeur-Libraire  pour  les  Mathématiques , la  Marine,  les  Sciences 

et  les  Arts, 

RUE  DU  JARDINET -SAINT -ANDRÉ -DES-ARCS. 

(Ct-DETAST  QUAI  DES  CSAKDS-ADCDSTIHS,  57-) 

A PARIS. 

Avril  i8i8.‘ 


AVIS.  Indépendamment  des  OuTrages  portés  sur  le  présent  Catalogne,  on  tronve 
a ma  Librairie  un  assortiment  cnnsultrabie  de  Lîvies  anciens  et  nouveaux  sur 
toutes  les  parties  des  Sciemes  et  des  Aits  en  gencr.J , mais  particulièrement  sur 
les  Mathématiques  éltmentaires  et  transcendantes,  Vj^stronomiet  la  A/arine, 
la  Mécanique,  \'Opùaut,  V Rorlo^rie , Vj4rchitecture  civile  et  hrJrau/ique , 
VArt  I^IUitaire,  la  Physique,  la  Chimie,  la  Teinture,  la  Minéralogie , l’/éts- 
toire  naturelle,  les  BeUes-LéCitres , etc.,  etc. 

Cgs  Ouwrages  sont  en  partie  détaillés  sur  mon  Catalogne  général , que  Renverrai 
gratis  aux  personnes  qui  m'en  feront  la  demande. 

( Les  Lettres  non  affranchies  ne  me  parviennent  pas.  ) 

WoTA.  Tousies  prix  marqués  sur  le  présent  Catalociie  sont  cei/:rrfe  Paris  et  brochés; 
les  personnes  qui  désireront  recevoir  les  Livres  francs  de  poit  par  la  poste,  ajou- 
teront uu  ticis  en  sus.  ( Les  Qut'rages  reliés  et  cartonnés  ne  peuvent  être 
envoyés  par  cette  voie.  ) 

* ALLIX , Lieutcnant-Général.  THEORIE  DE  L’UNI  VERS,  ou  de  la  canse  primi- 
tive du  niotivemenl  et  de  ses  pi  ineipanx  effets^  ae  edit.,  I vol.  in-R.,  1818,  5 fr. 

ANNALES  DE  M ATHEMAITQLES  pures  et  appliquées,  rédigées  parlVI.  Ger- 
gonne,  7 vol,  in-4.  lao  fr. 

( L'oyez  à la  fin  du  Catalogue.  ) 

ANNUAIRE  présenté  an  Roi  parle  Bnreaù  des  Longitudes  de  France,  pour  i8i8, 
in-i8.  (Cet  Ouvrage  paraît  tous  les  ans.}  i fr, 

ANSELIN.  Expérien»  sur  la  main-d'œuvre  des  difFérgns  travaux,  dépendans  du 
service  d<  s Ingénieurs  d>'s  Ponts  et  Cliausées,  in-  4-  in  fr. 

Azemar  et  Garnier.  TRISECTION  DE  L’ANGLE,  suivie  de  Reclierches  analr- 
tiques  sur  le  mémo  sti;ei,  in-8. , 1809.  afr.5oc. 

ART  DE  LA  MARINE , faisant  partie  de  l’Encyclopédie  méthodique , 3 vol.  in-4. 

et  atlas.  • ^2  fr. 

ÜAGÜ'J’,  Tables  annlyiique.s  des  Calculs  d'intérêts , etc,  2 fr. 

JIAILLY.  HiSTOiRE  DÉ  L'ASTRONOMIE  ANCIENNE  ET  MODERNE, 

dans  laquelle  on  a conservé  littéralement  le  texte,  en  supprimant  seulement  les 
calculs  abstraitsi,  les  notes  liypotheltques,  les  digressions  scientifiques;  pur  V.  C., 
, ? vqI.  iu'8.  ( Cet  Ouvrage  se  apaav  Ucs  souvcni  pour'  prix  dans  les  Lycées.  ) 9 fr. 
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lîARRUKL,  ex-Profossciir?irÉco!cPüIyïtcImîmic.  TABLFAtiX  DE  PirYSIQUE!, 
ou  Intiüdiiclion  îi  colle  science,  h Pusagc  îles  Elèves  de  l’École  Polytccbuiquc^ 
nouvelle  cMiiton , cnticremoiit  rciondiie  et  au^mcniec,  grand  in-4*  ? cart.  lo  Ir* 
BEÎUJNGHlEiU.  /•Jxanicn  «ley  opérations  et  des  travaux  de  César  au  siège 
d’Ale/.î.i , Ole.,  îa-8. , ibrj.  3 li*. 

DERXOLIJA.  ( Joaimis  ) Opéra , 4 vol.  in-}.,  relies.  A\i  fr, 

BEKNOLLLI-  (Jacobi)  Opéra ^ -2  vol.  in-.J*  3G  fr. 

— /frs  con;Vc/n//Ji , in-.}*  fr. 

BERTHUt.  L),  Mécanicien  do  la  Marine , lUciiibredo  rinsiitnt  de  France.  Collccliori 
lie  SOS  diilVrcijs  OUVRAGES  SLR  E’HURLOGEKIE,  qui  sc  vendent  tou» 
séj>ai«âncnt,  savoir: 

1/AKX  UE  CONDUIRE  ET  DE  REGLE:R  LES  PENDULES  ET  LES 
MONTRES,  quairièmc  édition,  augmentée  d’une  planche,  cl  de  la  manière  de 
tracer  la  ligue  incridicnne  du  teuis  moyen.  Paris,  i8i  i , vol.  in-i2,  avec  5 planches. 

a®.  ESSAI  SUR  L’HORLOGERIE,  dans  lequel  on  Iraîle  de  ccl  art  relativement 
h l’iisai*e  civil,  h l’Aslrouomie  et  à la  NavicaMi»n  , avec  38  pl. , a vol.  in-i*  36  fr. 

3».  HISTOIRE  DE  LA  MESURE  DU  TEMS  PAR  LES  HORLOGES.  Pari.s, 

i8oa,  a vol.  in-i. , avec  a3  pJ.  gravées.  36  fr. 

4°.  TRyVlTÉ  DES  HORLOGES  MARINES,  contenant  la  iliéorie,  la  construc- 
tion, la  main-d’ocuvre  de  ces  machines,  et  la  manière  de  les  éprouver,  un  gros 

4‘»  P^*  R“* 

AIRCISSÉMENS  sur  L’INVENTION  , la  théorie,  la  construction 


vol.  m*4 

5o.  ÉCLA 


et  les  épreuves  des  nouvelles  machines  proposées  en  France  pour  la  délenni- 
nution  des  longitudes  en  mer  par  la  mesure  ou  tems,  servant  de  suite  h VICssai 
sur  VÜorloaerie^  et  au  Traité  des  florloües  marines,  etc.,  i v.  in-4.  6 fr. 

6o.  LES  LONGITUDES  PAR  LA  MESURE  DU  TEMS,  ou  Méthode  pour 
détenuiücr  les  longitudes  en  mer , avec  le  secours  des  horloges  marines,  i vol. 
in-}-  9 fr. 

DE  LA  MESURE  DU  TEMS,  ou  Supplément  au  Tfaitédes  Horloges  marines 


avec  II  plancG.  en  taille-douce.  ï8  fr. 

8“.  TRAITÉ  DES  MONTRES  A LONGITEDES,  contenant  la  description 
et  tous  les  détails  de  main-d’œuvre  dcccs  machines,  leurs  dimensions,  la  manière 
de  les  éprouver,  etc.  , 

90.  Suite  du  TRAITE  DES  MONTRES  A LONGITUDES,  contenant  la 
construction  des  Montres  rerlicaîcs  portatives  et  celle  des  Horloges  horizontales, 
pour  servir  dans  les  plus  longues  traversées,  un  vol,  in-4*  nvcc  deux  planches 
en  taille-douce, de  ces  deux  derniers  volumes  réunis  en  un  seul,  a4 

10°.  Supplément  au  Traité  des  Montres  à Longitudes , sm\\  de  la  Notice  des 
reclieicnes  de  l’Auteur,  9 fr. 

BERTRAND.  Développement  nouveau  de  la  partie  élémentaire  tics  Matlicraa- 
tiques.  Genève,  1^78,  a vol,  iu-4-  33  Ir. 

BEUDANT.  A’ssata’u«  Cours  général  et  clcmenlaire  des  Sciences  physiques  y 
in-8.,  i8i5,  , r 7 

BEXON.  APPLICATION  DE  LA  THEORIE  DE  LA  LÉGISLATION 

PÉNALE  , ou  Code  de  la  Sûreté  publique  cl  p.arliculièrc,  rédigé  eu  Projet  pour 
les  États  de  Sa  Majesté  le  Roi  de  Bavière,  dédié  h Sa  Majesté , et  im|)rimé  avM 
son  autorisation,  un  Vol.  in-fol.  , i8on.  36  in 

BEZOUT.  COURS  COMPLET  DÉ  MATHEMATIQUES  à T usage  de  In 

Marine,  de  TAitillcrie  et  des  Élèves  de  Ti’Jcole  Polytechnique , en  6 vol.  in-8. , 
édûion  revue  et  augmentée  par  MM.  Reyuaud,  Examinateur  des  Candidats  de 
rÉeolcPolytechnique  j Garnier,  ex-professeur  à l’École  Polytechnique,  et deKossel, 
Membre  de  l’Institut.  aj)  fr. 

Chaque  volume  se  vend  s^arément,  savoir  : 

AUTTHMETIQUE,  AVÉC  DES  NO'IT^  fort  étendues,  et  des  Tables  de 
Logarithmes,  etc.,  par  Reynaüd,  huitième  édition,  1816,  i vol.  in-8.  Sfr. 

—-GÉOMÉTRIE,  AVE(i  DES  NOTES  for»  étendues,  par  Reynaüd  , i8t3.  5 fr. 

•——ALGÈBRE  DÉ  BEZOUT  et  Application  de  cette  science  rArillmiélique 
et  à la  Géométrie.  Nouvelle  édiiiou,  avec  des  Noies  fort  étendues,  par  Reynaiid, 
in-8,, .1812.  5 fr. 

— MECANIQUE  , nouvelle  édition,  revue  et  considérahleineni  augmentée,  par 
M.  Garnier.,  2 vol,  in  8.  R. 

»■  TRAITÉ  DE  NAVIGATION,  nouvelle  édition,  revue  et  nugmeniée  de 
Nous  ) et  d’une  Section  suppicmcniairc  où  l’on  donuc  la  imuiicre  de  faire  les 
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(3) 

Cxitculs  tic»  OKscrvatioîis,  aVfctîe  nouvelles  Table»  qnî  les  facîlîicnt;  parM. 
Hosscl,  Membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longim<les,  imcien  Capilaint» 
de  Vaisseau,  etc.  NuTembre  i8i4»  un  vol.  in-8« , avec  lo  plam'lics.  6 fr« 
Cette  édition  du  Cours  de  I\Jat1temali(iues  de  JSezout  est  la  plus  correcte  et  la 

plus  complète  de  toutes  celles  qui  ont  paru  itistprh  ce  jour. 

ÏÎIOT  , Mcnibredcriusiitui , etc.  TKAi  rÉ  ELÉMKS  J AIRE  D'ASTRONOMIE 
PHYSIQUE,  destine  h rcnseu^acmcni  dans  le»  Lyrecs,  S v.  in-8. , 1810.  a5  fr, 
ESSAÏ  DÉ  GÉüMETRlK  ANALYTIQUE  appliquée  aux  Courbes  et  ans 
Surlaccs  du  sccoiul  ordre,  in-8.,  5®  èd.,  181 3.  5 tV.  Soc. 

— — PHYSIQUE  MÉCAiNIQUE  de  lischcr,  traduite  de  Pallcraand,  iu-8. 
2®  édition,  i8i3,  . G fr. 

— — TABLES  BAROMETRIQUES  portatives,  donnant  la  différence  de  niveau 
par  une  simple  soustiaetion  , in-8.  1 fr.  5o  c. 

— Essai  sur  Phistoirc  générale  des  Sciences  pendant  la  révolution,  in-8.  l Ir.  Soc. 

BLAVIEK.  JVom'eau  Barréme^  ou  Comptes  faits  en  livres,  sous  et  francs , /Suivi 
d'un  Bairèiiie  pour  les  Mesures,  in*8.^  , , ^fr. 

IBOILEAU  et  ALDIBEUT.  BARRÉME  GENERAL,  ou  Comptes  faits  de  tout 
ce  qui  concerne  les  nonveanx  poid.s,  niestires  et  monnaies  delà  France,  etc.  j 
un  vol,  de  4^0  pages,  in-8.,  broché,  i8o3.  G fr. 

Boileau.  Art  poétique,  traduit  en  .vers  latins  par  P.aiil,  ln-i8.  □ fr. 

BORDA.  TABLES  TRlGüNOMETRIQLf:S  DECIMALES,  calculées  par 
Ch.  Borda,  revues,  augmentées  et  pnblic-es  par  J.  B.  J.  Delambrc.  Paris,  d« 
rimprimcric  de  la  République,  an  IX  , iii-4*  I3  fr. 

COSSUT.  liisloire  générale  des  Mathématiques  y depuis  leur  origine  jusqu'à 
l'année  1808,  3 vol.  in-8.,  1810.  13  fr. 

*■■■  ■ Sapgio  siilta  Storia  generale  dcllc  Matcmatiche,  prima  cdixionc  itaüann,  cou 
lülessiüiii  ed  aggiuiile  ni  Greguiia  Fontana.  Milano  , 4 io-8. , br.  , i5  fr. 

I30UCHARLA1\  Professeur  de  Mathématiques  transc  endantes  aux  F>olcs  mili- 
taires, Docteur  ès-Scrcnces,  etc.  THÉORIE  DES  COURBES  FV!'  DES  SUR- 
FACES DU  SECOND  ORDRE,  précédée  de»  principes  londameniaux  delà 
Géométrie  analytique,  seconde  edil. , auRiiientée,  iu-8.  5 fr. 

- — Ér.ÉMENS  DE  CALCUL  DIFFÉKENTIEL  ET  DE  CALCUL  L\TÉ- 
GRAL..  in  8. , i8f4-  , • 4 ^ c. 

ELEMENS  DE  MECANIQUE,  in-S.,  i8i5.  6 fr- 

BOUCHER,  institution  au  Droit  maritimej  etc.,  On^age  tuile  ans  marins  , nc« 
coeians,  etc. , etc,,  i vol.  in-4‘  i8  fr. 

BOUCHES! - . . 


jupe  propre 
BOURDON, 


ESFTCHE.  jyntions  élémentaires  de  Géographie;  Ouvrage  qui  a été 
•opre  h l'Instruction  publique , quatrième  édition  . in- ta,  i8oq.  5o  c. 

'ON,  Professeur  de  Mnlhematiquus  au  Coltépe  Henri  IV.  THFSIC  DE 
MFXANIQUE  oui  a été  soutenue  le  p Murs  181 1 devant  la  Uacultè  des  Science» 
de  Paris,  suivie  du  Programme  delà  Thèse  d' Astronomie  quia  clé  soutenue  le 
35  Mars  181 1 , devant  la  même  Faculté , in-  j-  3 fr.  5o  c. 

— ELEMENS  D'ALGF:RKE,  i vol.  in-8.  1817.  7 f r. 

BREISLACR.  Introduction  a la  Géologicy  traduite  de  Titalien  par  Bernard^ 
t vol.  in-8. . 1813.  7 fr. 

BRISSON.  PESANTEUR  SPECIFIQUE  DES  CORPS.  Ouvrupc  utile  à THis- 

loirc  naturelle,  aux  Arts  et  aiiOommercc,  i vol.  in*4-  avec  planches.  l5fr. 

Dictionnaire  raisonné  de  Physique ^ G vol.  in-8.,  et  atl.us  in-4-  36  fr. 

BUDAN.  Niiuvelle  JMéthnde  {>oiir  la  résolution  des  Equations  numériques  d'ita 
degré  quelconque,  d’ajirès  laquelle  tout  le  cah  ni  exige  pour  cette  rtsoliilion  s» 
réduit  a l'emploi  des  <leux  piciiiiêrcs  règles  deTArithuieliquc , in*4.,  1807.  5 fr^ 

BULITARD.  Histoire  des  Plantes  vénéneuses  et  suspectes  de  la  Fiance,  un  vol* 
in-8.,  nouvelle  édition.  ^ It.  5o  c. 

BUQUOY.  Exposition  d’un  nouuean  principe  de  DynamiquCf  in-4.  , i8i5« 

’i  fl . .5o  c. 


BURCKHARDT,  Membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  France. 
TABLE  DES  DIVISKURS  FOUR  TOUS  LES  NOMBRES  DU  3e 
et  3®  MILLION  , avec  les  Nombics  premiers  qui  s'y  U'pnvcnt,  i vol.  grand 
in-4‘)  papier  vélin,  1817.  36  fr. 

Nota.  Chaque  uiiüion  se  vend  séparément,  savoir:  le  !**■  million  l5  fr. , et  les  2® 
et  3®  mil  ions,  ebacun  12  fr. 

TABLF-S  DE.  LA  LUNE,  Ouvrage  faisaÉ|toartie  des  Tables  astronomiques 
publiées  par  le  Rdreaii  des  Longitudes  , in-4^^R»3.  8 fr. 

CAGNOLI.  traité  de  TRIGONOMEI  RIE.  irad  de  ritajien  par  M,  Cliommé 

deuxième  éiÜtion,  revue  et  considérablement  augmentée,  in-4*»  *808.  Jo  fr, 

I^ANARD.  Traité  élementmre du  Calcul  d^  inéquattonsg  m-8.  IV* 
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CARiVOT,  Membre  de  l'InstiiDt  et  de  Ju  Legiou-d’Honnenr.  GÉOMÉTRIE  DE 
POSITION,  in-i. , papier  vélin,  iSo3.  i8fr. 

— idem  , grand  papier  velin.  36  IV. 

— Mémoire  sur  la  iclation  qui  existe  entre  les  distances  respectives  de  cinq  points 

quelconques  pris  dans  i’càpacc,  suivi  d’un  Essai  sur  la  tlicoiie  des  Transvcisalcs, 
in-4. , ibof).  . 5 Ir- 

DÉ  LA  DEFENSE  DES  PEAGES  I ()RTES,  Ouvrage  compose  par  ordre 
du  Gouvenieincnt,  pour  rinstniction  des  Elèves  du  Corps  du  Génie , a^cdilion, 
i8i  I , iii-8.  (>  fr- 

I Le  même  Ouvrage , troisième  édition  , considérablement  nugm. , un  vol.  in-.j- 
avec  II  pl.  très  bien  gravées,  1811.  a-J  fr, 

DE  LA  CORRELATION  DES  FIGURES  DE  GEOMETRIE.  Paris, 

au  q.  in-8.,  grand  panier.  3 fr. 

RÉFLEXIONS  SLR  LA  METAPHYSIQUE  DU  CALCUL  INFINITÉ- 
SIMAL, seconde  édit. , i8i3.  3 fr.  5o  c. 

— i’irp^aédesn  conduite  politique,  depuis  le  i«r  juillet  iSi^,  in-8.,  i8i5.  i fr.aSc. 
CAHTE  BOTANIQUE  de  la  Méthode  naturelle  de  Jussieu,  in-8.,  et  4 ubleaux, 

f«jrmat  atlantique.  6 fr. 

CHAMRON-DE-MONTAUX.  7Vrt//ér7e  la  Fièt^re  maligne  simple,  et  des  Fièvres 
compliquées  de  malignité,  4 v.  in-ia.  10  fr. 

CHANI'REAU.  Histoire  de  France  abrégée  et  chronologique,  depuis  b première 
cx|)éJition  des  Gaulois  jusqu’en  septembre  i8o8,  etc,,  a vol.  in-8.  16  Ir* 

— J ablettes  chronologiaties  et  documentaires  pour  servir  h l’étude  de  l’Histoire 

civile  et  militaire  de  yla  France,  depuis  l’urrivee  de  Jules-César  dans  les  Gaules 
jnsqu’è  nos  jours , etc. , in-8.  4 IV* 

CHLADNI,  Correspondant  de  l’Académie  de  Saint-Pétersbourg,  etc.  TRAli’É 
D’ACOUSTIQUE,  avec  8 plancli.,  in-8. , 1809.  ^ fr.  5o  c- 

CHOMPRÉ-  Méthode  la  plus  naturelle  cl  la  plus  simple  d’enseigner  a lire , in-8. , 
i8i3.  ...  I fr.  20  c, 

CHORON,  Correspomiint de  rinstitiit.  METHODE  ELEMENTAIRE  DE COM- 
POî^ITION  , oii  les  préceptes  sont  sontenus  d‘im  grand  nombre  d’exemples  très 
clairs  et  fort  étendus , et  è l’aide  de  laquelle  on  peutapprendre  soi-niénie  ciunposcr 
toute  espèce  de  Musique^  traduite  do  l’allemand  de  Albrcchuherger  (J.  Georg.)  , 
Organiste  de  la  Cour  de  Vienne  , etc. , cl  enrichie  d’une  Introduction  et  d’un  grand 
nombre  de  Notes , par  A.  Choron,  2 vol.  in-8. , dont  un  de  Musique,  1814.  la  fr. 
CHRISTIAN-  DES  IMPpSITIONS  et  de  leur  influence  sur  l’Industrie  agricole, 
mnnnfaeturièrect  commerciale , ctsnr la  prospérité  publique,  iu-8.,  1814.  2fr.  Soc. 
CLAÏRAUT.  ÉLÉMENS  D’ALGEBRE,  sixième  édition , avec  des  Notes  et  des 
Additions  très  étendues  , par  M.  Garnier , précédé  d’un  Traité  d’Arithraétique 
par  Théveiicau , et  d’une  Instruction  sur  les  nouveaux  poids  et  mesures,  a v.  in-8., 
1801.  , , pfr. 

— THEORIE  DELA  F^URE  DELA  TERRE  , tirée  des  principes  dcl’Hy- 

drostaliijnc  , in-8. , a«  édition,  iSo8.  _ lo  fr. 

Commentaire  sur  l’Esprit  des  Lois  de  Mqnlesqnieu , suivi  d’observations  inédites  de 
Condorcet  sur  le  ag»  livre  du  meme  Ouvrage,  I vol.  iii-R.,  1817.  7 fr. 

CüNDlLLAC.  Langue  des  Calculs,  in^.  ^ 5 fr. 

— . ■ I,c  même  ouvrage,  a vol.  in-ia.  ij  fr. 

—— Grammaire  française , i vol.  in- ta.  a fr. 

CONDORCET.  Essai  sur  l’application  de  l’Analyse  anx  probabilités  des  décisions 

rendues  3i  la  pluralité  des  voix,  i v.  in-4.  i5  fr. 

— Mnyen  d'apprendre  a compter  sûrement  et  avec  facilité  ; Ouvrage  posthume, 

deuxième  édition  , in-I a.  i fr.  5o  c. 

CONN.AISSANCE  DES  TEMS  à Tusage  des  Astronomes  et  des  Navigateurs  , 
publiée  parle  Bureau  des  Longitudes  de  France,  pour  les  années  j8i8,  ibiget  i8ao. 
Prix  6 Ir.  avec  Additions,  et  4 ft-  Additions. 

On  peut  se  procurer  la  Collection  complète  ou  des  années  séparées  de  cet 
Ouvraee,  depuisfj&o  jusqu’à  ce  jour. 

CORDIER  (Edmond),  Iiistiiutcur.  C'AhciUe franr.uhe ,ivu\.  in  8.  G fr. 

— — Mémorial  de  Théodore  , in-8.  t fr.  a3  c. 

— — Préparation  à l’étude  de  la  Mythologie , in-8.  , 1810.  3 fr. 

COTTE.  Mémoire  sur  l^  Mrté>^r^tij;ie,  'i  vol.jii-j.  a5  fr. 


-STABLE  DU  JOLiRNAL  DE  PH'ÏSIQL’E,  un  vol.  in-j. 


4 fr. 


COUSIN.  TRAITÉ  ELEMENl^RË  de  l’Amdy.se  inailiéraaiiquc  ou  d’Algèbre  , 
in-8.  WÊ  . * 4 fr-  5o  c. 

TRAITÉ  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  et  intégral,  2 vol.  in-4.,  <>  pl-  fr- 

D'.\BltEU.  PRINCIPES  MATHEM.VTIQUES  dcfeii  Joscpli-.Anasiaseda  Gunba, 
rrofesseur  It  l’Uuivejsilé  de  Coiml-ic  (comprenant  ceux  de  l’Arilhmétitjue,  de 


(S). 

la  CcotTu'tiîc  , tic  rAl"M)rc,  <lc  sou  applicaiîon  h la  Gcomctrîc,  et  cln  Caicnl 
diflerenUd  et  ime^ral  (raitô  irune  munière  CDiièicmcnt  nouvelle,  traduits  üttr- 
ralement  du  purtu^'ais , iii-8.  ,1816.  5 Ir. 

D’AKc;0]N.  De  la  force  militaire  cuusidcrce  dans  ses  rapports  conservateurs,  un 
val.  in  8.  3 fr* 

r>ALJ51'j.  Essai  (riikolo"ie,  in-8.  A IV. 

DALBtJSSOiS.  A/l  moire  sur  les  Basaltes  de  la  Saxe,  in-8.  3 Ir. 

DA LLINO Y.  Calcul  des  Interets  de  toutes  les  sommes  h tous  les  taux,  et  pour 
tous  les  jours  de  l’annc^ , etc.  i fr.  bo  c. 

DÉFEINfeE  D'Ai\(JO]SE  et  des  Departemens  romains,  le  Tromo,  le  Miisone  et  le 
INÏctauro  , par  le  general  Moiinier,  aux  années  7 et  8,  a vol.  in-8.  10  fr. 

DELAISTRE,  ancien  Professeur  h l'Ecole  Militaire  de  Paris.  Encyclopédie  de 
l"  Ingénieur  y ou  Dicliouuair^des  Ponts  et  Chaussées,  3 vol.  in-8.,  avec  un  voL 


<lc  1)7. 
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4 a fr. 


DELAMBRK,  Sec  rctaire  perpétuel  de  Plnstitut,  Membre  de  la  Ltlcion-d’Honneur, 
Trésorier  de  l’Université  royale  de  France,  etc.  TRAllÉ  COSiPLET  D'AS- 
TRONOMIK  THEORIQUE  ET  PRATIQUE, 3v.  in-4., avec ap pi-,  1814.  6olr. 
IMota.  Cet  ouvrage  est  sans  contredit  le  meilleur  Traité  d‘ Astronomie  et  lo 
plus  romplct  qui  ail  encore  paru  ; il  remplace  celui,  dc.Lalandc,  qui  est  épuisé. 

■■  Abrège  jfu.mème  Ouvrage,  ou  LEÇONS  ELEMENTAIRES  D^ASIRO— 
JVOMIE  THEORIQUE  ET  PRATIQUE  données  au  Collège  de  France,  un  vol. 
in-8.,  avec  14  planoli. , i8i3.  10  fr. 

IIISTOIKE  DE  L’ASTRONOMIE  ANCIENNE,  a vol.  in.4.,  avec  17  pi., 

j8i^. . 4^l*‘* 

METPHODES  ANALYTIQUES  pour  la  détermination  d’an  arc  du  Méridien, 

Paris  , an  7 , in*4.  6 fr,. 

— ■ TABLES  ASTHONOMIOUES  publiées  par  le  Bureau  des  Longitudes  de 
France.  Première  priie.  'J’ABLIÏS  du  soleil  par  M.  Dclambre;  TABLES 
DE  LA  I.L'jNK  iwr  M.  Biirt:,  in-4.,  i8"G-  18  fr. 

— TABLES  ASTROTSOiNMOLES  publii-cs  par  le  Bureau  des  Lonuilndes  de 
France:  ÎNÜUV  ELLES  TABLES  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE  caf- 
rulccs  d’après  la  tlièuric  de  M.  Laplacc,  et  suivant  la  division  décimale  de  l’anple 
droit,  p.ir  M.  Bouv.Trd,  in-i-  qfr. 

TABLES  A.STRONOMlQUESdn  Burc.an  des  Longitudes;  TABLES  ECLIP- 
TIQUES des  SATELLITES  DE  JUPITER,  d’après  la  theorie  de  M.  Laplacc  et 
la  totalité  des  observations  faites  depuis  iGGa  jusqu’à  l’an  j8o3,  par  M.  Delambre , 


10  fr. 
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TABLES  DE  LA  LUNE,  (royei  BURCKHARDT.  ) 

Bases  ihi  Snlèmc  7nt-lrir)ue  , 3 vol.  in-4-  (rayez  BORDA.)  CC  fr. 

DELAMÉ'J'IIERIE,  Professeur  au  College  de  Fraijee,  Rédacteur  du  Journal  de 
Physique,  etc.  CONSIDÉRATIONS  SUR  LES  ETRES  ORGANISÉS,  2 voL 
in.8.  , la  fr. 

■ ■ DE  LA  PERFECTIBILITE  et  de  la  dégénérescence  des  Etres  organisés, 
forin.int  le  tome  3'  des  (ionsitlérations  sur  les  Etres  organisés  , i vol.  in-8.  6 fr. 

DE  LA  NATURE  DES  ETRES  EXISTANS,  1 vol.  in-8.  6 fr. 

LEÇONS  DE  >IlNERALOGIE  données  au  Collège  de  France  , a vol.  in-8., 

i8ia.  ^ 14  fr. 

— Lecans  fie  Géolngie  données  an  Collège  de  France, 3 v.  in-8.,  1816.  iM  fr. 

DELAPRISE.  Alélhnile  Iiaui/.  pour  tracer  fes  Cadrans  solaires,  in-8,  1781.  8 fr. 
DELAU.  DÉCOUVERTE  DE  L'UNITE  et  généralité  de  princiRC , d’idée  et 

tl’cxposilion  de  la  Seienec  des  Nombres,  son  application  positive  et  régulière  à 
l’Algèbre,  à la  (léomélrie,  etc, , in-8.  , 3 fr. 

DKLUC.  TRAITÉ  ÉLÉ.MENTAIRE  DE  GEOLOGIE,  in-8.,  1809.  5 fr. 

DI'iPARCIEUX.  Traite  de  Trignnnmétric  et  lie  Onnnumique , i,n-4-,  Iy4'-  aofr. 
DFX>;TU'JT-TRACY,  Pair  .le  France,  Membre  de  Tliistitut.  ELEMENS  DT- 
DÉOLOGIF. , 5 vol.  in-8.  24  fr. 

tihaqiie  volume  se  vend  séparément,  s.ivoir  : 

— IDEOLOGIE  iiioprement  dite , iii-8. , 3»  édition,  1817.  5 fr. 

— GRAMMAIRE,  in-8. , 3*  édition,  1817.  5 fr. 

LOGIQUE,  in  8.  , 6 fr. 

TRAITE  DE  LA  VOLONTÉ  ET  DE  SES  EFFETS  , 4«  et  5'  Parties, 

in-8..  i8i5-  6 fr. 

.—PRINCIPES  LOGIQUF)S,ou  Recueil  de  faits  relatifs  à Tin tclligcnce  bumaine, 
in-8.,  1817.,  a fr. 

DEVELEY . ÈLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE , avec  (ignres  , seconde  édition , in-8. , 
1816.  • ^ , 6 fr. 

— - APPLICATION  DE  L’ALGEBRE  A LA  GÉOMÉTRIE,  in-4-,  i8i6.  14  ii- 
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TlEVELEY.  Physique  ft Emile  {El  antres  nnuraqes  du  même  AuteurA 

PICTIUNAAIRE:  (>F  L’ACADLMIK  franc  aise,  JT.  in*4,doin.  (-dit.  3r><V. 

DIELDÜNNK-THIEBAIJL'I’,  PiovUcnr  du  Lycce  de  Versuilirs.  GRAMMAIRE 
PHILOSOPHIQUE , ou  la  Métaphysique  , iu  Logique  en  un  seul  corps  de  doc- 
trine, 3 voi.  in-b.  7 IV. 

^——Traite  du  Slv|c  , a vol.  in-8.  , O fr. 

DIONIS-DU-SEJOUR.  TRAITE  DES  MOUVEMENS  APPARENS  DES 
CORPS  CELESTES,  a VM|,in-4.  48  fr. 

DR  CET.  Mémoire  sur  diiTnentes  questions  relatives  h lu  Pliysiquc  gcmVale,  in-8., 
181 1.  ï fr.  2D  c. 

DUBOURGUE'r,  Professeur  de  Mathcm.  au  College  Louis-lc-Grand,  ancien  OflF.  de 
Marine,  etc,  TRAll  É DE  NAVIGATION,  Ouvrage  approuve  par  j'Instilul  de 
France,  etnijs  hL  portée  de  tous  les  INavigal.,  1808,  iii-4-,  avec  tahlcaiiz.  ao  fr. 

—.TRAITES  ELEMENTAIRES  DE  CALCLi.  DIFFERENTIEL  ET  DE 
CALCUL  IN'I'EGUAL,  indepeodansde  toutes  notions  de  quantités  inlinitesimalcs 
et  de  limites;  Otr  rage  nus  à lu  portée  des  I.onimencans . et  où  sc  trouvent  plu- 
sieurs nouvelles  théories  et  niellimles  fort  simplifîrrs  d'iniegrutions,  avec  des  appU* 
cations  utiles  aux  piogiès  des  Science»  exactes,  a vol.  in-8.  lO  fr, 

DUCHATELET.  Principes  maihématiques  de  la  Philosophie  naturelle , a vol. 

in-4.  a4 

DUCREST.  faites  notii>elles  sur  les  Courans  d'eau,  la  Navigation  intérieure  et 
la  Marine  , in-8. , i8o3.  4 

DUFRESNE.  Barrc'me,  ou  Comptes  faits,  pour  les  achats  et  ventes  d’cau-dc-vic, 

DUPIN,  Capitaine  du  Genie  maritime,  etc.  DEVELOPPEMENS  DE*^GEO- 
MÉIRIE  , avec  des  application.^  h lastahililedcs  vaisseau^  , aux  de  Mais  et  remblais  , 
audc[ilenicnt,<\  l’optique, etc.,  nourfaircsuilc.^  la  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 
et  h la  GcoDitVfic  an;.lyiiqut  «le  M.  MONGE,  in--}*,  avec  plauch. , i8i3.  i5  fr. 

ESSAI.S  SLR  DÊvlOSTHENES  et  sur  son  eh>t{ucnce,  contenant  une  tra- 
duction des  Harangues  pour  Olyothc,  avec  le  texte  en  regard;  des  cmisideiations 
sur  le»  hcauti-s  des  pensées  et  du  style  tle  TOraieur  alhtùiien,  iii-8. , l8i4*  4 

* — Où  rélnblisserncnt  de  V Academie  de  Marine , in-8. , i8i5.  i fr.  5o  c. 

* Tableau  de  EArchiiecture  navale  militaire  y analyse,  etc.,  in-4-»  i8i5. 

1 tr.  5o  c. 

DUPUIS.  MÉMOIRE  EXPLICATIF  DU  ZODIAQUE  chronologique  et 
tknlogiquc y Ouvrage  contenant  le  Cabloau  comparatif  des  maisons  de  la  Lune 
chez  les  difFerens  peuples  deTOrient,  iii-4»^  1806.  ..  fl  fr. 

DUPUIS.  ANALYSE  RAISONNEE  DE  L’ORIGINE  DE  TOUS  LES 

CULTES,  on  Religion  universelle;  sm  l’ouvrage  publié  en  Pan  III,  vol.in.8.  3 fr. 

DURAND.  Statûfue  élémentaire , ou  Essai  sur  rctat  géographique  , physique  cl 
politique  de  l.a  Suisse;  4 vol.  iu-8.  ^ 

DUTENS.  Analyse  ruisomiéc  de»  principes  fondamentaux  de  l’Ecouomic  politique, 
in*3.  ^ ff« 

DU  VAL-LEROY.  Klémens  de  Navigation  ^ in-8.  6 fr. 

DUVILLAKD.  RECHERCHES  SUR  LES  RENTES,  les  Emprunts,  etc.,  in-4. 

6 (r. 

ANALYSE  ET  TABLEAU  de  rinfluencc  de  la  petite  vérole  sur  la  morlulité 
A ch.iquc  ilge,  et  d^:  celle  qu’un  presewatU  tcl  que  fa  vaccine  peut  avoir  sur  la 
impiihition  et  la  longévitc,  nSo6,  m-4. 

r.loge  de  EJvrcssct  nouv.  édit  , lig. , in-ia.  i f‘‘.  5o  c. 

J\loge  de  y^of taire,  par  Laharpe,  in-8.  ï l*"-  5o  c, 

EUCLIDE.  ELEMENS  DE  (;F.0METRIE,  avec  Notes  de  Peyrard,  i v.  in-8.  0 fr. 

£ULK1L  ÉLÉMENS  D’ALGÈBRE,  nouv.  edii.,  1807,  2 vol.  in-8. 

Cette  edit.  est  la  mtilleiirc  et  la  plus  complète  qui  ait  encore  paru.  La  première 

Eartie  contient  TAualysc  déiermiuce,  revne  et  augmentée  do  Notes  par  M.  Garnier, 
.a  ileiixirme  paitie  cmuicut  TAnaly»e  imletermimc , revue  et  auguicuUe  de  Notcs_ 
par  M.  î.aerange,  Sénateur,  Mend>rc  di;  Pinsiilui , etc. 

i LETTRES  A UNE  PRINCI^SSE  D’ALLEMAGNE,  sur  divers  suicls  de 

Physique  et  de  Pliilosopliic , nouv.  ««lit.,  conforme  h rédition  miginale  de  Sain l- 
PciersDOtirg  , revue  et  augmentée  de  TFdogc  d’Euler  par  Comiorcct , et  de  diverses 
Notc.s  pur  M.  Labey,  cx-lnsiiluteur  .H  i’Fcolc  Polyieehnitpic , etc.,  a foiis  v<)l, 
in-8.  do  1180  pag.,  avec  le  portrait  de  TAuicur,  i8ia,  belle  édition.  i5  Ir, 

• Et  papier  viiiii , dont  ou  a tiré  quelques  exemplaires.  3o  fr, 

L— InUüdnctio  in  A'^-dysin  inlinilormn  , 3 vol.  in-4-  ^ j lr< 

El  louH  les  autres  Ouarnges  de  cet  Auteur.  , 

FISCHER.  PHYSIQUE  MECANIQUE,  uaduiie  de  TaUemaud,  avec  des  Notes 
di;  j'iLijict,  in  8.,  scfoude  édil‘,  i8i3»  • ofr* 
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fVnnsiiintnaiinnal  «les Scicnr« cl  JcsArls,  Cl  duBnrcan d'*i 
Lon^iaiilfs,  clc.  VOY  A(iK  ALTOUK  Ou  MOIVDK,  ii**ndant  les  anm'cs  1^90, 
1791  cl  j ai  r/nr.N^  K MAKliHAlND,  ])rwedc  a'unc  Inliodiiciion  hlbit>- 
ii<jueî  au»|iu.‘/  <m  a Uiiiil  d-s  Ucctiei'c!ics  iur  les  Tcnci»  aaslraics  de  Drake,  cl 
im  r.xamen  niiique  dn  V oyage  de  lloppewecn  , avec  Caries  et  Figures;  par 
P.  C.  ('tAuET  l'Liiunizi:,  Ak'inLic  de  rinsiiuu  national  des  Sciences  et  des  Arts, 
et  du  limea’-i  des  J-iongitude>,  etc.,  4 **'*4- > 1809,  4^  f*"* 

— ■■  ■ Le  intime  Oiiviapc,  5 'ol,  in-î^. , avec  Atlas  in*4-  2vS  fr. 

— — .•JppUcatit^n  <ki  ^yAtme  fnèlritjuc  et  dccimai  à 1 Hydrographie  et  aux  Calculs 

de  Aavigalion  , in-'i,  5 IV. 

FLORK  îVA'rURKLt.E  KT  KCONOMIQUE  DES  PLATXTES  QUI  CROIS- 
SENT AUX  KNVIROISi^DE  PARIS,  au  nombre  de  plus  de  400  genres  et  de 
j4oo  espèces,  comeiiam  renumeration  de  ces  Plantes,  ranades  suivant  le  système 
de  Jussieu,  etparordre  alpbabèlir|iic , leurs  noms  tiRiaux,  leurs  synonymies  fran- 
çaises, leurs  descriptions  , les  endnjils  où  se  trouvent  les  plus  rares  : a«  èdit. , aug- 
mentée de  la  Flore  uainrclle  et  de  24  planches  so^ueusement  gravées;  par  nrïe 
Société  de  Naluralislcs , 2 vol.  in-8.  10  lr« 

FOURCROY.  TAlîLEAUX  SYNOPTIQUES  DF.  CHIMIE,  in-fol.,  cari.  nfr. 
SYSTKIMK  DES  COTsNAISS \ISCKS  (:HIM1QUF^,  11  vol.  in-8.  66  fr. 

- III  Analyse  rhimioite  de  l’Eau  suliiireuse  d’Eiighicn,  pour  servir  à Thistoirc  de» 

eaux  sulfureuses  eu  général , in-S.  5 fr* 

FRANÇAIS,  Professeur  h Metz.  Mémoire  sur  le  moiwement  de  rotation  d’u^f 
corps  solide  autour  de  son  centre  de  masse,  in-U . i8i3.  2 fr  5o 

FRANCHiiM.  A/émo/rejsurl’iaiégraiion  des  £r[uution$diffërentieIlcs,in'4'  1 fr.5oc* 
FRANCfEUR,  Professeur  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris , Examinateur  des 
Candidats  de  rKcole  Polrtcchnique , rtc. 

jo.  COURS  COMPLET  DE  MATHÉMATIgUFJS  PURES,  dédié  h S.  M. 

Alexaiidic  I«r,  Empereur  de  toutes  les  Riia.sics;  Ouvrage  destiné  aux  Elèves  de® 
Ecoles  Normale  et  Polytedmloiic,  et  aux  Candidats  qui  sc  préparent  à y étro 
udnii.s , 2 vol.  in-8. , avec  plimclies,  , l5  fr. 

3->.  TRAITÉ  ELÉIMENTAIRE  DE  MECANIQUE,  ùrusage  des  Lycées,  etc., 

4«  édit. , in-8.  7 fr. 

3«.  ELEMENS  DE  STATIQUE,  in-8.,  , â fr. 

4“.  URAINOGRAPHIE,  ou  tRAITE  ELEMENTAIRE  D’ASTRONOMIE, 

l’usage  des  personnes  peu  versées  dans  les  Matlicmaiiqucs , accompagné  de  Pla- 
nisphères, I vol.  in-8.  V 

FKAY,  Commissairc-Ordonnoienr  des  Gnerres,  etc.  ESSAI  SUR  L’ORIGINE 
DES  CORPS  ORGANISES  ET  INORGANISES , et  sur  quelques  phénomène® 
de  Physiologie  animale  et  végétale,  1 vol.  in*8.,  1817.  5 fr- 

FULTON.  (Robert)  Recherches  sur  les  moyens  de  perfectionner  les  Canaux  de 
navigation,  cl  sur  les  nombreux  avantages  dfes  petits  iianaux,  etc.,  avec  le  Sup- 
plénionl.  7 fr.  5o  c. 

Garnier  , ex-Professenr  à l’École  Polytechnique  , Docteur  de  la  Faculté  de* 
Sciences  de  l’Université,  Professeur  de  Mathématiques  h PÉcolc  royale  militaire. 
COURS  COMPLE'l’  DE  MATHÉMATIQUES,  comprenant  les  Ouvrage® 
. suivons,  qui  se  vendent  chacun  séparément,  savoir  : 

1®.  TRAllÉ  D’ARITHMETIQUE  à l’usage  des  Élèves^ de  tout  age,  deuxième 
édjtiop , in-8.,  i8f8.  , , 2 fr.  5o  c. 

2*.  KLÉMENS  D’ALGEBRE  ^ l’usage  des  Aspirans  h l’École  Polytccliuique, 
troisième  édition , 1811,  in-8.,  revue,  corrigée  et  augmentée.  5 fr. 

3®.  Suite  de  ces  Élémens,  2*  partie.  ANALYSE  ALGEBRIQUE,  nouv.  édition  , 
* iu-8. , j8i  î-  6 fr* 
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4^  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  ou  Application  de  l’Algèbre  è la  Géométrie, 
secomlc  édition,  revue  et  augmentée,, un  vol.  in-S.  avec  i4  pk  t i8i3.  5 fr.  5o  c. 

5*.  LES  RECIPRO^BS  DÈ.LA  GEOMETRIE , suivis  d’un  Recueil  de  Pro- 
blèmes et  de  l'héorèmes,  et  de  la  construction  des  Tables  li  igouùmé triques  , in-S.^ 
2^  étlijion,  considérablemcn.t  augmentée,  l8lo.  6,fr* 

C®.  ÉLEMKNS  DE  GÉOMÉTRIE,  contenant  les  deux  Trigonnniétries,  le®  Élé- 
mens  de  la  Pol}  gouoméiric  et  du  levé  des  Plans,  et  riiui'oductiou  h la  Géométrie 
dcscripth'c,  un  vol.  in-8.,  avec  pl. , 1812.  , 5 fr* 

70.  LEÇONS  DE  STATIQUES  l'usage  des  Aspirans  à l’École  Polytechnique, 
un  vol.  in-8.,  avec  12  pl.,  181 1.  , 5 fr. 

8®.  LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL,  3«  édition,  unvok  in-8. , avec 

4pk,  1811.  . 7 fr. 

9\  LEÇONS  DE  CALCUL  INTEGRAL,  un  vol.  in-8.,  avec  pk,  1812.  7 fr. 

^0*.  DUcussion  dut  Üacitics  des  Equadous  dvtamiuivs  du  x^reodci;  degré  ® 
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plusieurs  inconnues,  et  elimin.ition  entre  deux  dqnaiions  de  deg^res  quelconque» 
a deux  ineoimtics.  deuxième  tMition.  i fr  8o  c 

GAUSS.  RECHraCHKS  ARU  HMÉTIQUES,  irndnites  par  M.  Poulet- Delisle  * 
Elève  de  l’Ecuie  Polytechnique,  cl  Professeur  de  Mathematiques  à Orléans,  i toJ. 
10-4,1807.  ,8  fr. 

GIRARD,  Inpcnicnr  en  chef  des  Ponts  et  ChausseVs,  pirertcor  du  Canal  do 
rOiiicq  cl  des  Eaux  de  Paiis.  RECHERCHES  EXPERIMENTALES  SUR 
L’EAU  ET  LE  VKNT  considères  romu»e  forces  motrices,  applicables  aux 
moulins  et  outres  machines  à mouvement  civeuiuire,  traduit  de  l'anglais  d« 
Smcaton , in  4*  » aVcc  planches,  1810.  9 fr. 

— — Traité  analytique  lie  la  réshiance  des  Solides , et  des  Solides  dVgale  résis- 
tance, in-4.  “ « ,3  fr. 

GIRAUDEAU.  La  Banque  rendue  farde  aux  principales  n.'itions  de  PEurope, 
suivie  d’un  ri«m'  eau  Tra  te  de  Pachat  et  de  la  vente  des  matières  d’or  et  d’argent  ^ 
avec  PArt  de  tenir  les  Livres  en  parties  doubles,  1793.  in-4*  i5  fr. 

■ Le  Flambeau  des  Comptoirs . contenant  toutes  les  écritures  et  operations  de 

Commerce  de  terre , de  mer  et  de  Banque , uuuvelle  édition,  corrigée  et  augm., 
1797.  in-4.  , 6 fr. 

GIROD-CHANTRANS.  ESSAI  SUR  LA  <ÎEOGRAPHIE  PHYSIQUE,  le 

climat  et  l’histoire  naturelle  du  département  du  Doubs,  a vol.  in-8.  10  fr. 

GOUDIN  (tEuvresde  M •]?.),  contenant  un  Traiiesui  les  pruprictcscommnncsà  tomes 
les  Courbes,  un  Mémoire  sur  les  crlipscs  de  Soleil,  nouv.  edit.,  in-4*  7 fr.  5o  c. 

GRASSET-SAINT-SAUVEUR.  L’ANTIQUE  ROME,'  ou  Description  histo- 
rique et  pittoresque  de  tout  ce  qui  concerne  le  peuple  romain,  dans  scs  costumes 
civils,  miiitnires  et  religieux,  dans  scs  mœurs  publiques  etjirivées,  depuis  Ro- 
mnlu*  jusnu’îi  Ancnsie  ; Ouvrage  orne  de  5o  portraits,  » vol.  in-4*  10  fr. 

MUSE)(JM  DÉ  LA  JEUNESSE,  ou  Tableau  lii.<)toriquc  des  Sciences  et  des 
Arts  j Ouvrage  orné  de  gravurw  coloriées,  représentant  ce  qu’il  y a de  plus  in- 
téressant sur  PAslronomie,  la  Géologie,  la  Météorologie,  la  Géograpliie  , les  trois 
règnes  de  la  Nature , les  Matliématiques,  la  Mécanique,  la  Physique,  etc. , un  gros 
vol.  io'4»  » renfennantai  livraisons,  1812.  72  fr. 

GUYOT.  Récréations  de  Mathématiques , nouvelle  édition,  3 vol.  in-8. , avec 
TOO  figures.  18  fr. 

HACHK'ITE  , cx-Profe.s5Pur  h PEcolc  Polytechnique.  PROGRAMME  D’UN 
COURS  DE  PHYSIQUE,  ouPrécisdcs  Leçons  sur  les  principaux  phénomènes 
de  la  nature,  et  sur  quelques  applications  des  Mathématiques  h lu  Physique , in-8., 
1809.  5fr.  Soc. 

— '/raifé  des  Snrfares  du  second  degré , ln-8.  , i8i3.  4 f***  5o  c. 

TRAHE  ELEMENTAIRE  DES  MACHINES,  i vol.  in-4., 

consid'rahl.  augmentée.  [Sous  presse.) 

'■  ' Corresp'tndance  sur  V Ecole  Polytechnique  y premier  volume , contenant  10 
Numéros,  in^^.  12  fr. 

Idem , tome  U , comprenant  cinq  Numéros,  avec  pl.  lafr. 

^^Id.  w,  tome  111,  comprenant  trois  Numéros,  avec  pl.  (On  vend  séparément 
chaque  Numéro  et  chaque  Vfduuie.  ) 12  fr. 

HASSENFRATZ.  Cours  de  Physique  céleste , seconde  édition , avec  29  plancli., 

I vol.  in-8.  7 fr.  Soc. 

HATCHETT.  Membre  de  la  Soch  ié  royale  de  Lond.cs..EXPÉRlENCES  NOU- 
VELLES ET  OBSERVATIONS  SUR  LES  DIFFERENS  ALLIAGES  DE 

L'OR , leur  (Misanteur  spécifique , etc. , traduites  de  ranghiis  par  Li-rat,  UontiAlenr 
du  monnoyage  h Pari.s,  avec  «les  Notes  par  Gnytor.-Morveau , etc.,  in-4.  0 fr. 

HAUY,  Membre  «leP1n8iit«ueiflcl:i  1 égion-il’Hooneiir.  TRAITE  DES  CARAC- 
TERES PHYSIQUES  DES  PIERRES  PRECIEUSES,  iv.nr  servir  h Fur 
déteiiTiinalion  lorsqu’elles  "ni  été  taillées,  r vol.  in-8.,  hvcc  3nlanch.,  1817.  6 fr. 

TABLEAU  COMPARATIF  DES  RÉSULTATS  DELA  CRISTAU.O- 

GRAPHIE  et  de  l’Amilysc  chimique,  relativuneni  5 la  cla.ssification  des  Miné- 
raux , vol.  in-8.  5 fr,  5o  c. 

Il  Traité  de  Minéralogie  y 4 vol.  in-4*  ntlas.  (iC  fr. 

■ ■ ■ ' Essai  d’une  théorie  sui  la  slrnctnrc  des  Cristaux,  in-8.  4 f*"* 

— - Traité  élémentaire  de  Physique,  2 vol.  in-8.,  pap.  vélin  (le  papier  ordinaire 

est  épuise).  • * 3n  fr. 

HERRIN-DE-HALT.E.  DES  ROIS  PROPRES  AU  SERVICE  DES  ARSE- 
NAUX DE  I.A  MARINE  ET  DE  LA  GUERRE,  etc.,  in  8.  q fr. 

TRAITE  DU  UUBAEE  DES  BOIS,  et.:.,  m.  vol.  in-ia.  S fr. 

HISTOIRE  DF.S  IISSEETES  NUSIBUES  ET  DTII.ES  A l.’HOMME,  aux 
bestiaux,  h l’agriculture . au  jardinagtt  et  aux  art.c,  av«;r  In  m(‘thodc  dc  détruire 
les  nuisibles  et  de  nuùtiplicr  les  utiles,  ciDquiciue  uUbj  3 vu],  4^^^ 
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HISTOIRE  DES  PRISONS  DE  PARIS  et  dos  T>eçiavlcnicns,  conlcimm  des  Mé- 
moires rares  cl  précieux;  le  tout  pour  servir  à rHisioiie  de  la  Rc\oiution  française, 
4 vol.  in-ia  ornés  de  8 figures,  1797-  la  fr* 

HOMASSEL , Elève  uagnant  ujaîirise  , et  ex-Chcfdcs  Teintures  de  la  Manufacture 
ropic  des  Gohelins*  COURS  THEORIQUE  ET  PRATIOUE  SUR  L^ART 
DE  LA  TEINTURE  EN  LAINE,  soie,  fil,  coton,  fabr'iqne  d'indienne  en 
grand  et  petit  teint , suivi  de  PAri  du  Teinluner-Dégraîsseur  cl  du  Blanchisseur, 
avec  les  expériences  faites  sur  les  végétaux  colorans,  revu  et  augmenté parBouillon 
Lagrange,  Wofesscur  Cl  autenrd'iinCours  de  Chimie,  i vol.  in-8.,nouv.  édit.  Sfr. 
(Cet  Ouvrage  est  le  plu»  pratique  et  Je  meilleur  qui  ait  encore  paru  sur  la  Teinture.) 
JANTET.  Traité  élémentaire  de  Mécanique ^ in-8.  6 fr. 

JANVIER.  (Antide  ) A/<mwe/  Chronométrique  y ow  précis  de  ce  qui  concerne  le 
Tems,  scs  divisions,  ses  mesures,  leurs  usages,  in*i8.,  lig.,  i8id.  Sfr. 

— Essai  sur  les  Jlrtrlo^es  publiques  y eXc  . y in-8.  3 fr. 

JOURNAL  DE  L’KCOLE  POLYTECHNIQUE,  par  MM,  Lagrange,  Laplacc, 

Monge,  Prony,  Fourcroy,  Rerlhollet,  Vauquelin,  Lacroix,  Hachette,  Poisson, 
Sgaozin,  Guyton-Morveau , Barniel,  Legendre,  Haüy,  Malus. 

■ ' La  Collection  jusqll^^  la  fin  de  1817  contient  dix-sept  Cahiers  in*4‘  renfermés 
en  seize,  avec  des  planches;  clic  comprend  les  2®,  3®,  4®»  5®,  6®,  7®,  8®,  9*, 
10®.  Il®,  12®,  i3«,  i4®,  i5«,  ifi®  et  17®  Cahiers.  110  fr. 

— Cihaqne  Cahier  séparé  se  vend  , 6 fr. 

— ^ Fjiccpté  les  14®  et  17®  Cahiers,  qu’on  vend,  9 fr, 

Et  le  ifie,  7 fr. 

Nota.  Il  nVxisic  pas  proprement  dit,  de  ()«  Cahier;  on  prend  la  Théorie  des  Eonc 
lions  analytiques  de  Lagrange,  nouvelle  édition,  i8i3,  pour  former  ce  9®  Cahier, 
Prix  y ‘ i5fr. 

JOURNAL  DE  PHYSIQUE.  DE  CHIMIE,  D’HISTOIRE  NATURELLE  et 

des  ^Arts . 85  vol.  in-^.,  avec  planch.,  etc.  {ï^oy,  à la  fin  du  Catalogue.  ) looo  fr. 
JURGENSEN.  (Urbain)  Hoif  ’iger.  Principes  généraux  de  Pexactc  mesttre  du 
temp.s  par  les  Horloges,  etc.  Copenhague,  i8o5,  i vol.  în-4*,  avec  allas  de 
IQ  planches.  • 3o  fr. 

LACAILLE.  leçons  ÉLÉMENTAIRES  DE  MATHÉMATIQUES,  aug- 
inentecs  p.jr  MARIE,  avec  des  Notes  par  M.  LABEY,  Professeur  de  Malhc- 
inatiqiiCN,  et  cx-Ex.^ininalcur  de.s  Candirlais  pour  f Ecole  Polytechnique;  Ouvrage 
adopte  par  l’Université  pour  l’cnscigncmciil  dans  les  Lvcccs,  cir.,  in-8.,  fig., 

— |-'lRÇOKS  D'OPTIQUE,  augmemees  d’un  TRAITÉ  DE  PERSPECTIVeI 
in-8.,  secomie  «dit.,  1808.  Sfr. 

LACOUDRAYE.  Théorie  des  Vents  et  des  Ondes,  în-8.  4 fr. 

LACROIX  , Membre  de  l’Institut  et  de  la  Légion-il’Honncnr , Professeur  an  College 
royal  de  France,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATHEMATIQUES  à l’usage 
<lc  l’E<  oie  centrale  des  Qn.iire-Natlons;  Ouvrage  adopté  par  le  Gouvernement  poujr 
les  Lycées,  Ecoles  secondaires,  Colleges,  etc. , 9 vol.  in-8.  38 fr.  Soc. 

Chaqiic  v«<|nnie  »c  vend  séparément,  savoir: 

— T^AiTf:  Elémentaire  d’arithmétique,  14®  édit. , iSiS.  2 u. 

— ELEMENS  D’ALGÈBRE,  ii®  édition,  i8i5.  4 

ÉI.EMKNS.  DE  GÉOMÉTRIE,  io®érlit.,  i8i4.  4 fr. 

— -TRAITE  ELEMENI  AIRE  DE  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE  ET 
SPHEBIOUE,  et  d’Application  d’Algèbrc  5 la  Géométrie,  6®  édit.,  i8i3.  4 

COMPLEMENT  DES  ÉLEMENS  D’ALGÈBRE»  4«^  <^dition,  1817.  4 fr. 

COIMPLEMEN'J’  DES  ELÉMENS  DE  GEOMETRIE,  Èlcmens  deGéo- 

imtriç  dr.scrip|ive  , 4®  édit.,  1812.  , 3 fr. 

TRAITÉ  Elémentaire  de  calcul  différentiel  et  de  Caicui 

intési.al,  2®  édit. , i8<»6.  7 fr.  60  c. 

“ F.SSA1S  SUR  L'ENSEIGNEMENT  en  général,  et  sur  relui  des  Mathéma- 
tiques en  pariieulier,  on  Manière  d’étudier  et  d’enseigner  les  Mathématiques, 

1 vol.  in-8.  2«  édit.,  iStfi.  5 fr. 

TRAITÉ  ELEMENTAIRE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITES,  in.8., 

181% 

(Ce  Cours  de  Matlicroaiiques , le  plus  complot  qui  existe,  est  généralement  adopte 
dan.s  l’inslnicion  publique,  ) 

TRAITE  COMPLE  T DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTEGRAI., 

2®  édition,  revtur  et  considérahlemeiu  augoieutéc,  tome  lot  II,  ia-4.  \'r» 

Le  tome  li,  se  vend  scnarémenl,  20  fr 

Nota.  Il  rc^lc  encoVe  des  excinnfaires  du  troisième  volnme  de  la  première  édition 
de  cet  Ouvrage,  coalcuom  un  Iraiic  dc$  Différçaccs  et  dee  St'nt»,  et  qui  pom 
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eomulctor  ledit  Ouvrage,  en  atlcndanl  que  la  seconde  «lilion  de  ce  ||[Oisiùmc  volume 
soit  împi  iiiire;  il  se  vend  séparément , i5  fr. 

LAfîKAtSGE  , IMembre  de  rinsiitut  et  du  Bmcan  des  I.nnpitndos  de  f'rance,  etc. 


ÎVIKCANIOÜE  ANALYTIQUE,  nonv.  ràlii.,  revue  et  conaiderableiueiil  aug^ 
tiiciilee, païQ’Auteiir,  a vol.  in-4- 1 i8ii  et  idi3.  . 3(>  ir. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES,  contenant  les  principes 

du  Calcul  dillerenliel,  dégagés  de  toute  considtùaîinn  d'infiniment  petits,  d’eva- 
iiouissans,  de  limites  et  de  ili'...'o.is,  et  reduUe  Ji.l’Analrse  alpcbrlmies  des  quan- 
tités linies,  nouv.  eilit.,  revus  et  auementée  ] ar  rAuîenr,  in-4-,  ini3.  l5  Ir. 

LEÇONS  SLK  LE  CALCUL  "DES  F ONCTIONS  , nouv.  editiun,  revue, 

curricr^c  * t augmentée,  in-8. , , , (i  fr.  5o  c, 

■ DE  LA  IIESOLUTION  DES  EQUATIONS  NüiMERIQUES  de  tous  les 

degrés,  avec  des  Notes  sur  plusieurs  points  de  la  tlieorie  des  Equations  algebiiques  , 
111-4.,  1808,  nouvelle  édition,  revue,  corrigée  et  considérablement  augmentée j 
Ouvrage  adopté  par  rUniversilo  pour  l’enseignement  dans  les  Lycées.  ta  fr. 

LAGIUVE.  MANUEL  DE  TRlGüNOMEI RIE  PRATIQUE,  revn  par  les 
Professeurs  du  Cadastre,  MM.  Reynaud , Haros,  Plausol  et  Bo/.on,  et  augmenté 
des  Tables  des  Logarithmes  h l’osage  des  Ingémeurs  du  Cadastre,  t v.  in-8.  7 Ir. 

1/A  H.ARPE.  A/èlnnic,  ou  la  Religieuse,  in-i8.  i fr.  5o  c. 

LAL.iNDE.  TARTES  DES  LOGARITHME.S  pour  les  nombres  et  les  sinus,  etc. , 
revues  par  M.  RFiYNAUD,  Examinateur  des  Candidats  fie  l’Ficolc  Polytechnique , 
précédées  de  la  Trigonométrie  analytique,  par  le  même , i vol.  in-18.  a 

— Aht'cf^é  fie  JVaui^ution  historique  , théorique  et  pratique,  avec  dos  lablcs 
lioraiics  pour  connaître  le  temps  viai  pat  la  hauteur  du  soleil  et  des  étoiles  dans 
tocs  les  lemp.s  de  l’année,  etc.,  in-4. 

HISTOIRE  CELESTE  FRANÇAISE,  in-.f. 

lURLIOGRAPHlE  ASTRO-NüMlQUE,  in-4. 

LANGLET-Dt  FRESKOY.  Primipes  de  VHisloire,  pour  l’édacalion  de  la  jeu- 
ne.'.se,  etc.,  lefio , 6 vol.  petit  in-8.  _ , 10  fr. 

LANS  et  BETANCOURT.  lùsai  sur  la  composition  des  Machines , in-4.  » 
laplanch.,  1808.  , , 

LAPLAGE,  Pair  de  France,  Grand-Offieicr  de  la  I/égion-d’Honneiir . Mend.w 
l’Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  France,  etc.  TRAIFF,  DE  MECA- 
NIQUE CÉLESTE,  4 vol.  iu-q.,  avec  trois  gupplémens.  6'jfr. 

— ' Le  quatrième  volume  de  cet  Ouvrage,  qui  contient  de  plus  la  Theone  de 
l’Action  cajùllaire  et  un  Supplément  faisant  suite  au  dixième  livre  de  la  Méca- 
nique céleste,  sc  vend  sépareuicut , a e 

— Chatiiic  Supplément  séiKVrémnrit,  3lr.  oo  c. 

K.\PO.SnTON  DU  SYTSTKMEDU  MONDE,  4'  édit.,  revue  cl  augmentée , 

10-4. , i8t.I  ,.vvcc  le  portrait  de  l’Auteur.  _ 

. I »»  TTii^nio  ï vfxl . I . snn«  nortvaif.  ^ 


34  fr. 
i5  fr. 
3o  fr. 
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in-8.,  t8i6.  , iT  • 11»  . 

LAROCHEFOUCAULT-LIANCOURT.  Voyage  dans  les  Etats-Unis  dAmu- 
rique , faits  en  leoS , </5 , ne  , 8 vol.  i,n-8.  , 30  tr. 

LASSALE.  HYDROGRAPHIE  DEMONTREE  et  appliquée  a toutes  les  parties 
rlii  pilotage,  à l’usage  des  Élèves  ou  Aspiruns  de  la  Nlariuc  militaire  ou  ^ur- 
ebaiulc , in-8.  ' e r 

I/.ASUITE.  Elémens  d' Arithmétique  , in-8.  _ ^ 

L.YVTROTTE.  Découvertes  philosophiques  de  Newton , m-4-  , -Jiirt' 

LEFEVRE,  Ingénieur-Géomètre  en  chef  du  déparlemcnt  d’Ille-ct-Villaiiic.  NOU- 
VEAU TRAITE  GEOMETRIQUE  DE  L^ARPENTAGE , a I us.age  des  per- 
sounus  qui  sc  destinent  à la  mesure  des  terrains  et  an  levé  des  plans  et  nivcllcnicn  t , 
troisième  edit.  ) revue  et  ansmeiitce,  (k  vol.  in-8. , i8i  i » avec  îi5  planches.  lali. 
C’est  sans  contredit  le  meilleur  Xiuitè  d’ArpciUagc  et  le  plus  complet  qui  ail  en- 


LEfRaNÇOIS.  ESSAI  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  sccondc^édit.  * 

revue  cl  augmentée,  i vol.  in-8.  -,00  a r «Pn  r ’s 

LEGENDRE , -Ylcmbre  de  l'Jnstiiut  et  de  la  Legion-d’Honneur.  ES.S-41  ocn  L.A 
THÉORIE  DES  NOMBRES,  deuxième  cdil.,  revue  et  cousiderablcmcn 
gncnléc  , i vol.  iu-4. , avec  le  Supplément  imprimé  eu  181G. 

Le  Supplément  se  veud  séparément.  , . 

— Nouvelle  méthode  pour  la  détermination  des  Orbites  des  Comètes,  avec  nn 
Supplément  contenant  divers  j)erfeclionnemi?îis  dç  ÇC5  ttlVtuOdcS;  Cl  icui' 

liou  aui  deui  Coniÿtw  dé  iSoa*  in-4-  “ “* 


t aiig- 
31  fri 

3 fr. 
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LEGEKDRE.  Exercices  de  Calcul  intentai  snr  divers  ordres  de  Transcendantiîf 
et  sur  les  Quadratures,  3 vol.  in-4-.  ibii,  iSiC  et  1817.  5^  IV* 

— - /'Hêmerts  de  Oànmétriey  in-8.  6 fr. 

LEGEKDRE  (Ariihmeiicicu).  Tj  Arithmétique  en  sa  perfection  jm'xse  en  prati*!»* 
selon  Tusagu  des  Financiers,  Banquiers,  etc.,  i vol.  in-is,  i8u6.  3 fr« 

IVoTA.  Cet  Ouvrage  n’est  pas  du  même  auteur  que  les  prcccdcns, 

EEIRINITZ,  Opéra , (>  vol.  7^  fr* 

L”  Mierre.  Les  Fastes,  ou  les  Lsages  de  rannc'c,  Poeme  en  16  chants , in  8.  4 

LÉOiVARD  DE  VIIN’CI.  Essai  sur  ses  Ouvrages  physico-mathêmaiiqiies,  avec 
ries  fragmens  tirés  de  ses  manuscrits  apportés  dUialie,  par  J.*B.  Vcninri,  Pro- 
fesseur de  Physique  h Modene,  in-4-  a fr.  5o  c, 

LEPAUTE,  Horloger  du  Roi.  TRAITÉ  D’HORLOGERIE,  contenant  tout  c» 
qui  est  necessaire  pour  bien  conmître  et  pour  régler  les  Pendules  elles  Montres, 
Ja  description  des  pièces  d’Horlogcric  les  plus  u ‘ 


T7  planches,  1767. 

LF^ILEUR-D’AI^LIGISY.  L\ 


utiles,  etc.,  volume  in-4- , aveo 
^4  fr. 

/ylrt  de  la  Teinture  des  ÜU  et  étoffes  de  coton, 
in-!2.  a fr* 

LIRES,  Professeur  de  Pliysiqoe  .nu  Lvcée  Charlemagne,  à Paris,  etc.  HISTOIRE 
PHILqiüPHlQLE  DES  PROGRÈS  DE  LA  PHYSIQUE,  4 vol.  in-8. , 
181 1 et*i4-  30  fr. 

— Le  quatrième  volnrac  se  vend  séparc'meui.  5 fr. 

— TRAITÉ  COMPLET  ET  ÉLÉMEATAIPE  DE  PHYSIQUE,  second, 

édit.,  revue,  corrigée  et  cousidérabl.  angni.,  3 vol.  iu-S.'gvec  Ug.,  i8t3.  18  fr. 

INota.  'Fous  les  Jouniaux  et  les  Savans  en  général  ont  fait  le  plus  grand  éloge  de 

ces  deux  Ouvrages. 

LIDO?ilNE.  Tables  de  tous  les  Dzmeurs  des  nombres  calcules  depuis  un  jusqu’à 
renl  deux  mille,  in-8.,  1808.  u fr. 

ÎMAIINE-BIRAN.  IINFLUEjNCE  DE  L’HABITUDE  sur  la  faculté  de  penser; 
ouvrage  qui  a rcraporcé  le  prix  sur  cette  question  proposée  parla  Classe  des  Sciencei 
morales  et  politiques  «le  l'Insiiiut  national:  Déterminer  quelle  est  l’influence  de 
l’jiahiiude  sur  la  faculté  de  penser,  ou , en  d’autres  termes,  faire  voir  l’ofFet  mio 
produit,  sur  chacune  de  nos  faculté  kilcllcctuclles,  la  fréquente  répétition  des 
mémos  opérations , i vol.  in-8.  5 fr. 

Ï^TAIKATN.  URAITÉ  DK  L’AURORE  BORÉALE,  în-4.  13  fr. 

JNIAIRE  et  BOSCO  VISCH.  f'^oya^c  astronomique  et  tféo^rapkique  lafr^ 

MAMLILS.  Astrnnomicon f libri  quinque,  édit.  Pingré,  3 vol.  in-8.  13  Jr. 

MARCHAND,  l^'oyage , etc.  (Voyez  FLEÜRIEU 

MARECHAL  (le)  de  poche,  qui  apprend  comment  il  faut  traiter  un  Cheval  en 
voyage , et  quels  sont  les  acci(fens  ordinaires  qui  peuvent  lui  arriver  en  route , etc.  * 
in-t8 . avec  liaurcs.  3 fr.  5o  c. 

MASCHERONI.  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉITUE  résolus  de  différentes  manières, 
traduit  de  l’italien  , vol.  in-8.  3 fr. 

MALDRe.  KLÉ.MENS  RAISONNÉS  DE  LA  LANGUE  RUSSE,  ou  prin- 

ctpes  généiatix  de  la  Grammaire  appliqués  h la  Langue  russe , 3 vol.  iu-6.  I3  fr. 

— ' JVouucau  Système  de  Lecture  ^ 3 vol.  in-8.  et  .allas.  9 fr- 

•—^Elcmens  raisonnés  de  Lecture , à l’usage  des  Ecoles  primaires  , in-8.,  figures., 

* 1 fr.  5o  c. 

MAU  HUIT.  Introduction  aux  Sections  coniques,  pour  servir  de  suite  aux  Elé- 
mens  de  Géométrie  de  M.  Rivard,  in-8.  3 fr. 

( Et  autres  Ouvrages  du  même  Auteur.  ) 

MEMOIRE  sur  la  Tiigonomcirie  sphérique,  et  son  application  à la  confection  des 
Cartes  marines  el  géographiques,  par  un  Officier  de  FÉtal-Major,  in-8.  ï fr. 

MEMOIRES  de  l’Institut  de  France.  (Collection  coiuplcic). 

MILLOT.  Tableau  de  VJlisioirc  romaine  ; Ouvrage  posthume , orne'  de  /j8  figures 

Î[ui  en  représentent  les  trusts  les  plus  iuteressans  , un  vol.  in-folio,  papier  vélin  , 
ignres  avant  la  leilrc,  cartonné.  36  fr. 

missif:^sy  , Vice-Amiral.  Installation  des  I^aisseaux , in-4-,  figures.  ai  fr. 
——  ^dn  image  des  l'aisseaux^  'm-li.  ,i\a,.  ai  fr. 

WOI.LET.  GNOMONIQUE  GRAPHIQUE , ou  Méthode  clemcntalte  de  TRA- 
tiER  LES  CADRANS  SOLAIRES  siir'toiitcs  sorte,  de  plans,  sans  aucun  calcul, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  et  du  com]i.is,  in-8. , i8l5.  avec  pl. , i fr.  Soc. 
— Eludes  du  Ciel , ou  Connaissance  des  l’henomèncs  astrononiiqucs , in-8.  6 fr. 

MONGE,  Sematcur.  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  DK  STA'TIQÜE,  h l’ns.igo 
des  Ecoles  de  la  Marine,  iu-8.,  5'  c'dit.,  rcirne  par  M.  Hachette,  Iiislituleur  de 
l’Ecole  Poly  teclmiti  uc,  l&o  ; OuYt'agc  adopte  par  l’UaiTersUe , pour  Eenseicnemen  l 
«lausli-sÉ^wcs.  O r i 3fr.  a5«. 
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U jj^anclies,  sc  rend  stpari'nirnt, 

*—  T)t*.\rnrfion  tic  f* Art  de  Jubriquer  les  Canons  , 


Ir. 

_ ^ fr« 

MONPiO,  Traité  traduit  de  Tangiais,  a vol.  grand  in-folio,  car- 

tomu-s.  4ofr. 

W0MU)Y.  Architecture  pratique  5 fr. 

l^ION  rF.IRO-D A-ROCHA , Cuinmandeur  de  J'Ordre  du  Ciirist,  O'ttKtciir  de 
J’OFscrvaioire  de  TUnivcrsilc  de  ('oinibre,  etc.  MÉMOIRFS  SÎ'iR  Ifi’ASTRO- 


KOMIE  PRATIQUE,  trad.  du  t>orliit.ai^  parM.  de  Mello,  in-j* , 1808.  nïr  5oc. 

MOiVl  LUiLA-  HISTlHRK  DES  MATHÉMATIQUES,  dans  laquelle  on  rend 
compie  de  lenrs  progrès  depuis  Jour  origine  jiisqn  à nos  jours;  où  Ton  exp  sc  le 
tableau  et  Je  dercloppemenl  des  principales  decoiiTcrtcs  dans  tontes  les  parties  4ic$ 
Matb  emati(]ue5  ; les  contestations  qui  se  sont  edevees  entre  le«  Mathetnatiriens,  et 
les  principaux  traits  de  la  vie  des  plus  célèbres.  Nouvelle  tdiVion,  considéraMe- 


ïncnl  augmentée,  et  prolongée  Jnsqn’h  IVpoquc  actuelle,  achevée  et  |||i)liéc  par 
Jérôme  de  Lalande , ^ vol.  in-4-  » avec  fig.  (iû  fr. 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  ce  qui  existe  de  plus  cnranlel  jusqu^ù  présent  surcelle  partie. 
MOROGCE.  lactique  /lawr/e  ,JUi  Traite  des  Évolutions  et  des  Sig 


, , Signaux,  in-.j., 

avee  fig.  i5  fr. 

MOUSTALON.  Morale  des  P ^èles^  où  Pensées  extraites  des  plus  célèbres  poètes 
latins  et  français,  etc.,  in-ia,  1816’.  Jfr.Sûc. 

\ÉC£s$Aiu£,  fie)  011  Recueil  complet  de  moflèles  de  Lettres,  h l’usage  des  per- 
sonn«*s  des  deuxsexc.s;  suivi  de  la  Relation  d’un  Voyage  instructif  et  intéressant 
dan.s  toutes  les  parties  de  l'Etirope,  2 vol.  in.ii.  “ ^ fr. 

NEVEU.  C-yiirs  théorique  et  uralique  des  Opérations  de  Banquey  cl  des  nou- 
veaux poi  )s  et  mesures , in-o,  5 fr. 

NEWTON.  Arithmétique  nniuerselle  y traduite  en  français  par  M.  Beaudeux , 
avec  des  Notes  explicatives , 2 vol.  in-|. , ^ planches.  " iS  fr. 

Opusrula  mathematicay  J vol.  in-4.  3fi  fr. 

MEUPORT.  Mélanges  Mathématiques  y ^\o\.  in-L  ^ fr. 

Nouvelle  théone  des  Parallèles  , avec  un  Appendice  contenant  la  maniéré  de 
perfertionner  la  TJicorlp  des  Parallèles,  de  A.  M.  Legendre , în-8.  2 fr. 

CtUVTiES  DE  FRÉRET,  de  l’Araderaie  des  Inscriptions  et  Relles-Leltres,  nou- 
velle éflir. , fuil  l’on  a réuni  tousses  Ouvrages,  2û  vol.  petit  in-12.  l5  fr. 

CEUVHES  DE  PLUTARQUE,  traduites  par  M.  Ainîol,  avec  des  Noies  de 
JVIM.  Broiiier  et  Vauvillicrs;  noiiv.  édit.,  revue,  coiTÎgée  cl  augmentée  de  la 
version  de  divers  fragmens  de  Plutarque,  p.ir  E.  Clavier  , a5  vol.  in-8> , ornés 
de  fleures  en  laiile-rioncc , et  de  i3fi  méilaillons  d’après  l’antique.  120  fr. 

PA JOT- DES-CHAR MFyS.  L’A.n  du  Blanddmcnt  des  toiles,  fils  et  colons  de  tous 
genres,  1 vol.  in-8..  avec  8 planches.  5 fr, 

PARJSOT.  TRAITÉ  DU  CALCUL  CONJECTURAL,  ou TArt  déraisonner 
sur  les  choses  futures  et  inconinucs,  in-4*.  1810.  *5  fr. 

PERSUN.  RECUEIL  DE  MECANIQUE  et  deserlpiion  des  Machines  rcIüTives 
h l’Agriculture  et  aux  Arts,  etc.,  x vol.  in-4»  ^ avec  iR  planches.  , to  fr. 

POISSON,  Membre  de  l'Institut,  Professeur  de  Maihémutiqucs  h l’Eeolc  Voly- 
ferlmlqiie  et  à la  Faco|té  des  Sciences  de  Paris,  et  Membre  arljoint  du  Bureau  des 
Longitudes.  TRAITE  DE  MÉCANIQUE,  a vol.  in-8.  de  plus  de  5ûfl  pages 
chacun  . avec  8 planches,  i8it.  12  Ir. 

POMMIES.  M.ANUEL  DE  L’INGÉNIEUR  DU  CADASTRE,  contenant  les 
connaissances  théoriques  et  pratiques  utiles  aux  Géomètres  en  chefs  et  h leurs  colla- 
borateurs, pour  exécuter  le  levé  général  du  plan  des  communes  du  Royaniue , 
conforméruene  aux  Instructions  du  Ministre  des  Finances,  sur  le  Cadastre  de 
Fiance;  précédé  d'un  Traité  de  Trigononacirie  rectiligne , par  A.  A.  Reynaud, 
L vol.  1808.  12  fr. 

^OR'J’ALÏS  fils.  Du  deuoir  de  rilislorien , de  bien  considérer  Iccaraetèrc  et  le  génie 
diî  charme  siècle,  iii-8.  2 fr. 

’OIJÎ.ET-DELISLE,  Professeur  de  Maihymaiiqucs  au  Lvrcc  h Orléans.  APPLI- 
CATION DE  L’.\LGEBRE  A LA  GEOMETRIE . m-S. . 180G.  4 fr.  5o  c. 

— RECHERCHES  ARITHMETIQUES , irad.  du  latin  de  Gauss , in-f  iR  fr. 

^i'écis  d'une  nouvelle  Méthode  pour  réduire  a de  simples  Procédés  analy» 
t-V/ues  la  déntonsliation  des  principaux  Théorèmes  de  Ctéométrie y in-4‘  3 f^* 

^UlSSANT,  Chef  fie  Bataillon  au  Corjis  royal  des  Ingénieurs-Géographes.  TRAITE 
D£  GÉODÉJ?LE , uu  Expoùiion  des  'îleilniiles  usitonomitiucs  ci  irigoaouu;-; 


( i3  ) 

triqocs,  appliquées  soit  à la  mesure  de  la  Terre,  soit  ^ la  confection  du  canevas 
des  Caries  ri  des  PI  ns,  t vol.  in- , avec  8 planches  , i8o5.  i8  fr. 

PUISSANT.  TfîAllK  DK  TUPOGRAPHIE,  D’ARPENTAGE  ET  DE  M 
VELLEMENT . avec  <lcux  Supplcinens  contenant  la  théorie  de  la  Projection  dcf 
Canes,  in-4*  ) Ouvrage  adopte  par  rUniversiie,  pour  Pcuscigncment  dans  le* 
Lycées.  i8  fr. 

Les  deux  Snpplehuens  au  Traite  de  Topographie,  contenant  la  Théorie  de 

Ja  Pioicction  des  Cartes,  .se  vendent  sepaicmcnl,  0 fr, 

RECLEIL  DE  DIVERSES  PROPOSmONS  DE  GÉOMÉTRIE  , résolue* 


PRECIS  SC n L.K VI!.  UES  PCALNS,  in-0.,  lîîog.  (>tr.  5oc, 

TRAITE  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CALENDRIER  de  RIVARD,  7^  cdît. , 

augmentée  des  Notes  de  M.  Puissant,  in-8. , 1816.  ^ fr. 

PU  JOU  LX.  Leenns  (le  Physique  de  PÉcole  Polytcchniqne  , in-8.  5 fr.  Do  c. 


QUARTIER  DE  REDUCTION  { npuueau)  a Pusage  des  Marins,  augmenté 
d'une  Instruction  ul)régée  sur  la  manière  de  s%m  servir;  grand  Tableau  ia-4*  » 
bien  grave,  1818.  Prix  de  la  douzaine  en  feuilles,  5 fr. 

RAMATUF2L.  Tactique  natale  f , a\ec  planch.  3o  fr. 

RAMOND,  Membre  de  l'Institut,  etc.  A/émmre  sur  la  formule  barométrique  de 
la  Mécanique  céleste,  et  les  dispositions  de  Paunnsphère  qui  en  modifient  les  pro> 

priélés,  etc.,  iu-4*  ) ijfr. 

RAYMOND.  LEITRE  A M.  VILLOTEAU , touchant  scs  vues  sur  la  possibilité 
et  Putililéd’uuc  tbéoiic  ewcto  des  principes  naturels  de  la  Musique,  etc.  4 
ESSAI  SUR  LA  DÉTERMINAiXON  des  bases  physico-malhémallqucs  de 
PArt  musical,  etc. , in-8-  2 fr. 

REBOUL.  Notes  et  Additions  aux  trois  premières  sections  du  Traité  de  Navigatirm 
de  Bezoui,  in-8.  3 fr. 

Recueil  de  Tables  utiles  à la  Navigation  ^ traduit  de  Panglais  de  Norie,  par 
Violaine,  in-8,  i8i5.  0 fr. 

Helicion  (la)  chrétienne  méditée,  6 vol.  in-îî.  18  fr. 

KE^TAUT.  Principes  généraux  et  raisonnés  de  la  Grammaire  française,  nouvelle 
édition,  1 gros  vol.  in-ia.  , ^ 2 fr.  5o  c. 

KEYNAU.D  , Examinateur  des  Candidats  de  PÉcole  Polytechnique.  COURS  DE 
MATHÉMATIQUES,  comprenant  les  Ouvrages  suivans,  qui  se  vendent  chacun 
scparcment,  savoir  : 

1®.  ARITHMETIQUE,  6e  édition  , in-8.  a fr.  5o  c. 

2®.  ALGÈBRE,  i**e  section,  3«  édition,  in-8.,  1810.  .D  IV.. 

3®.  ALGÈBRE , 2®  section , in-8.,  1810.  5 fr. 

4».  TRIGONOALÈTRIE  AIMALYTIQUE , prectHee  Ao  la  Thcoric  d.-s  Loi;a- 
rithmes,  et  suivie  des  TABLES  DES  LOGARITHMEIS  jdes  Nombres  et  de* 
Lignes  trigoDométriques  DE  LALANDE,  etc. , iu-i8.  2 fr.  5o  c. 

5®.  Arithmétique  h Pusage  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  in-8.  5 fr. 

6®.  Atanuel  de  l'Ingénieur  du  Cadastre  j par  MM.  Pommics  et  Keynaud, 
in^,  13  fr 

7®.  Traité  (T Arpentage  de  Lagrive,  avec  les  Notes  de  Reynaud,  in-8.  7 fr* 

Notes  sur  Beznut,  par  Reynaud. 

8®.  </e  5ezout,  avec  Ica  Noies  , 8e  editi  »o , iu-8  , i8i6.‘  3 fr, 

9®.  Géométrie  de  Bezout , avec  les  Notes,  2e  édition  , in-8. , 1813.  5 fr, 

10°.  Aleèbre  et  application  de  PAIgèbre  à U Géométrie  de  Bezout,  avec  les  Notes, 
in-8.,  1812.  51V. 

RIVARD.  TRAITE  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CALENDRIER,  septième  édi- 
tion ( faite  sur  la  sixième  donnée  par  M.  de  Lalande),  revue  et  augmentée  de  ?iotes 
et  Additions,  par  M.  Puissant,  Officier  supérieur  du  Genie  , i vol.  in-8. , avec  3 
planches  bien  gravées^,  i8f0>  4 

RuBINS.  Principes  de  Mathématiques  , in-8.  5 fr. 

ROMMÉ.  Tableau  des  Vents  et  des  Marées  y 2vol.  in-8,  i5  fr# 

ROSAZ.  Élémens  théoriques  et  pratiques  du  Calcul  des  Changes  étran* 
etc. , I vol.  grand  in-8. , 1809,  (i  (V. 

ROSSEL.  ( DE  ) Calcul  des  Observations  que  Von  fait  en  ;«cr;  Ouvrage  faisant 
partie /le  la  Navigation  de  Bezoïit,  le  tout  formant  un  vol.  in-8. , i8i4-  6 fr. 

ROY.  Élémens  d* Equitation  militaire,  noui^lic  édition,  in-12.  3 fr.  5o  c. 

RUCHE  PYRAMIDALE  (la),  ou  Méthode  de  conduire  les  Abeilles  de  manière  k 
en  retirer  chaque  année  an  panier  plein  de  cire  ou  de  Jiiid,  outre  an  moins  un  es- 
saim, etc.,  par  Dacouédic,  a®  édit. , revue  cl  considérablement  augm.,  in  8. 

3 fr. 
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JIUF.IjT .E.  Operations  des  Changes  <h's  principales  places  de  l’Fnropc , in-8.  6 fr; 

SACOM3E.  ÉLEMESS  DE  LA  SCIENCE  DES  ACCOC  CHEM  ENS,  avec  un 
Traité  sur  les  Mnlaflies  tics  Ecnimcs  et  des  Enfans,  i fort  v.  in-8,  avec  porir.  5 fr. 

— LA  LDCINIADE,  poème  en  dix  chants,  sur  l’Art  des  Accouclicmens , 

in-n.  1 fr.  5o  c. 

SAINT-MARTIN.  ECCE  UOdfO,  vol.  in-12.  i fr.  5o  c. 

■ ■ LE  NÜL\EL  HOMME.  (Nous  ne  pouvons  nous  lire  qnc  dans  Dieu  Ini- 
niêiiic,  et  nous  comprendre  que  dans  sa  propre  splendeur.  Ecce  Uomo,  page  19), 
vol.  in-8.  . ^ Ir. 

— LE  CROCODILE,  ou  la  guerre  du  Bien  et  du  Mal,  arrivée  sous  le  règne 

tic  Ltaiis  XV  , etc.  , vol.  in-8.  ^ fr. 

5COPPA,  Employé  extraordinaire  h l’Université,  Menihre  de  l’Acadi  inle  des  Ar- 
cades, de  celle  ih-l  Hon  Gusto  de  Palcrme,  etc.  LES  VR.AIS  PRINCIPES 
DE  LA  VERSIFICATION,  dércloppés  par  un  Examen  couipaiaiif  einrc  la 
LANGUE  ITALIENNE  ET  LA  FRANÇAISE. 

On  y examine  et  l'on  y compaïc  l’uceent,  qui  est  la  source  de  l’harmonie  des  vers; 
la  nature,  la  versiiication  et  la  iuiisic;uc  de  ces  deux  langues Ou  y fait  voir  l’a- 

nalogie qui  existe  entr’clles.  — On  piop  se  leS  règhs  pour  cunijioser  des  vers  ly- 
riques, et  les  moyens  d’aceelérer  les  progrès  t'e  la  Musii|ue  en  I runec,  etc. 

Trois  gros  vol.  in-8. , avec  5(1  planches  tle  Musique  gravee.  fr. 

» Le  tome  111,  qui  vient  de  paraître,  conteiiaiit  les  5(>  planches  de  Musique,  se 
vend  séparément,  10  fr. 

— Elcmens  de  la  Grammaire  italienne,  rais  ii  la  portée  des  Enfans  do  S à G ans  ; 

Ouvrage  en  Dialogues , divisé  en  36  Leçons  , etc. , etc. , in-n.  1 fr.  80  c. 

Séanees  des  Ecoles  Normales , nouv.  édît. , i.3  v.  in-8.  et  i v de  planches.  fr. 

SEITZ.  TABLEAU  DFÎ  L’UNIVERS,  ou  causes  du  mouvement  annuel  et  do  ht 
rotation  des  astres,  etc.,  t vol.  iii-8.,  1818.  2 fr.  5o  c. 

SERVOIS.  Essai  sur  un  nouveau  raoilc  d’exposition  des  Principes  du  Calcul  diffé- 
rentiel, etr.,  in-4.,  1814.  2 fr.  5o  c. 

SHAKSPEAR’S  (Will.)  Plays  with  tlic  corrections  and  illustrations  of  varions 
commenta  tors.  To  wich  a rcadded  notes  hy  Sam.  Jonhson  and  G.  Steevens  ; 
a new  édition , with  a glo.vsaiial  index,  23  vol.  in-8. , Basil. , 1800 — 1802.  90  fr. 

SIMPSON.  (Thomas j Élémens  d' Analyse  pratique,  augmentés  d’un  Abrégé 
(l’Arithmétique,  in-8.  5 fr. 

SMITH.  Traité  d’OptitJue,  traduit  de  l’anglais  par  Dnval-Lcroy,  in-4.  24  fr. 

' Supplément  audit  'I  raité , par  le  même,  in-q.  10  fr. 

— Cours  complet  d’Optique,  traduit  par,  Pe/.enas , 2 vol.  in-4.  24  fr. 

SPIF.SS.  ESSAI  DE  RECHERCHES  ELEVIENTAIRES  SUR  LES  PRE- 
MIERS PRINCIPES  DE  L.\  RAISON,  in-8.,  1809.  , 4 fr. 

ST.VINVILLE,  Répétiteur  à l’École  Polytechnique,  cic.  MFÎLANGES  D’ANA- 
LYSE GÉOMÉTRIQUE  ET  ALGÉBRIQUE,  i gros  vol.  in-8.,  avec  8 plan- 
ches, i8i5.  7 fr.  .ôo  c. 

STIRLING.  ISAACl NEWTON! ENUMERATIO  UNEARUM  TER- 
TII  ORDINIS 1 seqniiiir  illustratio  ejusdem  Iractatùs,  in-8.  7 fr.  5o  c. 

SUZANNE,  Docteur  és-Scienccs,  Professeur  de  Mathviuatiqtirs  au  Lvrée  Char- 
lemagne , à Paris.  DE  LA  MANIÉRÉ  D’ETUDIER  LES  MATlIEMATI- 

T\i  .1.  s.  .1.. 1 : x ; 


-‘•^Première partie,  PR1ÎCEPTE8  GÉ^tlRAUX  et  ARITHMÉTIQUE, 
eon.vidérahicracnt  augm. , in-8.  G Ir. 

' Seconde  partie,  ALÇÈBR.E,  in-8.  Glr. 

Troisième  partie  , GÉOMÉTRIFÎ , in-S.  G fr.  5o  c. 

TAULtîS  BAROMÉTIîKYUES,  servant  h ramener  à une  température  donnée  les 
hauieiirs  dn  haromèlre  oîiservées  h une  température  quelconque , iii-8.,  1S12.  1 fr. 

TF’.DENAT , Proviseur  "du  Lycée  de  Nismes.  LEfîONS  ÉLÉMENTAIRES 
D’ARITHMÉTIQUE  ET  D’ALGÈBRE,  in^S.  ‘ 4 fr. 

— LEÇONS  Elémentaires  de  geometrie  , in-8.  ^ 5 fr. 

— r-  LliÇONS.  ELÉMITNTAIRES  D’.\PPL1CATI«jN  DE  L'ALGÈBRE  A. 
i,A  GlàOMÉTRIFî,  et  Calculs  différentiel  et  intégral , 2 vol.  in-8.  8 fr. 

TllÉVENEAU.  COURS  D’AR1'4||IMÉ'1IQUE,  à l’usage  des  Ecoles  centrales  et 
du  Commerce  , in-8.  3 fr. 

TIllOUT  .aîné,  maître  Horloger  :i  Paris.  TRAITÉ  D’HORLfIGERIE  THEO- 
RIQUE ET  PRATIQUE,  appiouvé  par  l’Académie  royale  des  Sciences,  2 vol. 
in- 4- . avec  pi  planche»,  1741-  36  fr» 

TRINU.VNO-  Élemens  de  l'orti/ication  , 2 vol.  in-8.  *5  fi» 
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auiwAi.Mi..  iir'.c.i  r.UL*  jAiu.r.5)  i. a i.a  inamuau 

iluit  «le  l\»n^lais  de  Julm  William  NoRiE  , Prolesscui  trH3'<lmç:rapliie  l 
prcM-ede  d’un  Al)rej;e«ie  INaviîjalion  pratique,  conlcnaiit  ecqui  est  neccs 
dispcnsublc  h tou»eî»  les  class«-s  de  Marins  ^ enrichi  de  plus , d'un  Vocal 


TRINCA^^O.  Arithmttîqne  ^ În-S.  5 fi*. 

VAf/MONi’  DK  ROÎARK.  Dictionnaire  raisonne  unîucrsel  d*HUtoire  fuitu-- 

relie  ^ O vol.  in-8.,  nouvelle  édition.  ' Go  fr, 

VAtiCHKR.  Histoire  des  Con  ferves  d'eau  douce  ^ in-f. , avec  fig.  la  fr, 

VEGA.  Tohidæ  lo^nrithmico-tri^nnonietricœ ^ q vol.  in-ô.  33  fr, 

— 'l'hexuums  et  Logarithmornm  comptelus  , in-fol.  (j«ï  fr* 

VIFL.  Ors  fondernens  des  Puitiwens  publics  et  particuliers^  in-4-  3 fr. 

VIOKAIMÎ.  IIKCI  KIL  Di:  TAULES  LTILE.S  A LA  INAVIGATIOIV,  ira- 

^ Londres; 

I necessaire  et  in- 

j , • . » - Vocabulaire  de* 

termes  les  plus  usités  dans  la  Marine  ^ le  tout  extrait  des  meillems  Atiicui's  français, 
anglais,  espagnol,  etc.  j recueilli,  mis  en  ordre,  et  augmciiie  de  rcmarqiies  et  ol>- 
ficrvations  nouvelles , par  P.-A.  Violaine  , cx-Conimissaire  de  Marine,  Professeur 
de  Mathehnatiques  et  de  INavigaliou  , cic.i  I vol.  in*8. , 1res  bien  imprime , beau 
papier,  i8i5.  g fr* 

INota.  Cet  Onvrnsc  est  extrêmement  utile  pour  les  Marins. 

VÜIRO^N.  HISTOIRE  DE  L'ASTRONOMIE  depuis  1781  jusqu’à  1811,  poitr 
servir  de  suite  à rilisioire  «le  l’Astronomie  de  Bailly,  in-^-  » i8n.  ix  fr* 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  indispensable  aux  personnes  qui  possèdent  les  5 vol.  il* 

l’Astronomie  de  Bailly. 

VOLNKY  , Pair  de  l' rance , Membre  de  ITnstitut , etc.  VOYAGE  EN  SYRIE  ET 
EN  ÉGYPTE  ^‘ndanl  les  années  1788,  84, 85  ; 4^  *^dit. , 3 vol.  in-8. , 1807.  12  fr. 

— LES  RLTIyES,  ou  Méditation  .sur  les  Révobiiions  des  Empires,  5«  édition, 
revue  et  augmentée  par  rAutcur , i vol.  in-8. , belle  édition  , *817,  avec  fig,  B fr. 

Le  même  ücvraoe,  traduit  en  espagnol , i vol.  in*i3,lig.  1817.  ,5fr. 

— LEÇONS  DTilSTüIRE  prononcées  à l’École  Normale  en  l’an  III  de  la  Ré- 

publique française  ÿ Ouvrage  élémentaire  , cimtenunt  des  vues  neuves  sur  la  nature 
de  l’Histoire,  etc. , i vol.  in-8. , nouvelle  édition,  1810.  4 

— Tableau  du  climat  du  sol  des  États-Unis  d’Amérique,  3 vol.  in-8.  10  fr. 

— Simplificalnui  des  Ijaiigues orientales,  ou  méthode  facile  d’apprendre  les  Langues 

arabe  , persane  et  tuiquc,  in-8.  5 fr* 

-^RECHERCHES  NOUVELLES  SUR  L’HISTOIRE  ANCIENNE,  3 voL 
in-8.,  î8i5.  i5fr, 

— Questions  de  Statistique  à Pusagedes  Voyageurs , în-8. , i8i3.  ç5  c. 

— La  Loi  naturelle,  ou  Catécliisiuc  du  Citoyen  fraubais,  i vol.  in-i8.  i fr.  35  c. 

V<«YAcEs  (lu  Professeur  Pallas,  8 vol.  in-8.  et  atlas.  ^ 5ofr. 

VUILLIER.  ^Arithmétique  découverte  par  uu  Enfant  Je  dix  ans,  ou  manière  d’en- 
seigner P Ariibmétkpie  anx  Enfans,  in-8.  3fr. 

WRONSKI,  Officier  supérieur  an  service  de  Russie.  Introduction  h la  Philo^ 
soph(e  dos  A/athemaliqu^s  , et  Tcclinie  de  PAlgoritiiiuic,  in-q.  ,1811.  l5  fr. 
(Et  les  autres  ouvrages  du  même  Auteur.) 


JOURNAL  DE  PHYSIQUE,  DE  CHIMIE.  D’HlSTOIRK  NATURELLE 

ET  DES  ARTS,  Ouvrage  périoiliqne  qui  parait  tons  ICs  mois  par  cahier  de  dix 
feuilles  d’impression  , ave*'  des  pl.  en  taiile'd*>ucc  j ce  qui  forme  3 vol.  par  an  y for- 
mat in-4.,  \ur  t'eu  J.-C.  DELAMKTHERIE,  Professeur  au  College  de  France,  ci 
continué  par  M.  H.  DE  BLA^^  VILLE,  Docteur  en  Médecine  de  la  Faculté  d« 
Paris,  Proresseiir  de  Zoologie,  d’AnatomicotdePhvbioIogiecomparcc,  àla  Faculté 
des  Sciencéi  suppléant  de  M.  Cuvier  au  Jardin  du  Roi  et  au  College  de  France, 
Membre  et  Secrétaire  de  la  Société  Philomathique,  etc.,  etc. 

Prix  de  Paboniicmcnt  pour  Paris , 37  fr.  pour  un  au , 33  fr.  pour  les  departemens, 
et  39  fr.  pour  Pétianger^  cl  pour  six  mois , 1 5 fr- pour  Paris , 18  fr.  pour  les  de'par- 
tomens , et  21  fr.  pour  reiranger,  le  tout  rendu  franc  de  port  par  la  poste  de  mois  en 
mois. 

On  trouve  h la  meme  adresse  des  Collections  «oznplètes , des  volumes  et  même  des 
Numéros  séparés. 

Le  prix  de  chacun  des  Tolumes  qui  ont  para  depuis  le  tome  5o  est  de  18  fr.,  ceux 
antérieurs  ne  coûtent  que  13  fr. 

T>epnis  lu  rn(»rt  de  M.  Delamétherie,  M.  H.  de  Blai.xville,  Docteur  en 
Médecine  de  lu  Faculté  <1»^  Paris,  etc. , etc.,  est  principal  Rédacteur  du  Journal 
de  Physique  J de  Chimie  t iV  Histoire  naturelle  et  des  jArts»  Ce  Journal,  qui 
existe  depuis  l’année  1771,  sans  intemipiioii , et  dont  la  collection  im[)ortai»(e 
forme  maintenant  85  vnlnnic.s , se  ronipo.se  chaque  moi.s  d'un  ('uhierdedix  feniJh^ 
«l'impression  in-4°j  avec  une  ou  deux  plançlu*  en  taille-douce,  ce  qui  donne  pour 
Faunée  deux  Yuluincs  dVnvirou  5oo  pages  chacun.  Xi  cst|  comme  l’indique  «ou 


(iG) 

thre,  consacre  h toutes  les  parties  des  sciences  natorellcs,  y compris  l’Astrono * 
uiic  et  Ja  haute  Physique,  en  sorte  qu'il  offre  une  très  t;randc  variété.  Chaque 
année,  dans  un  Discours  préliminaire  étendu,  le  Rédacteur  retrace  brièvement 
l'iiistoirc  des  découvertes  de  Taunée  précédente,  et  de  la  marche  suivie  dans  ces 
différentes  sciences , tant  en  France  qu’ü  l'ctrangcr,  de  manière  h pouvoii  mettre  scs 
lecteurs  au  courant  de  tout  ce  qui  a été  fait  dans  1rs  difFercnt<*s  brandu  s des  connais* 
«anccs  humaines,  f^a  plus  grande  partie  de  diaque  numéro  est  consacrée  ?»  la  publica* 
tionde  Dissertations  et  de  Mémoires  eniièiemcnr  nouveaux,  ou  trauuils  littéralement 
des  mcilleuis  Journaux  étrangers,  <ians  t<tutcs  les  langues;  et  le  reste,  sous  le  titre 
de  nouvelles  scientifiques,  se  compose  d'un  extrait  des  dccou' erres  les  plus  iméies- 
santés,  rangées  sous  les  titres  Physique,  ChimiCj  JMineraü  gie  tt  Ceo— 

BolaniqnCy  j4natnniic  et  Phyaiolnf^ievégctafeSy  Zoolo^iet  AnalomiQ  et 
Physiologie  animales,  et  enfin.  Arts  et  Biographie, 

Le  nouveau  Rédacteur,  qu’il  suffit  d’annoncer  comme  le  SUPPLEAINT  DE 
AI.  CUVlFJt  , paraîtra  sans  doute,  parles  nombrei»x  rapports  qu’il  a .avec  les  Savans, 
et  par  la  grande  quantité  d’amis  et  di  lèves  jeunes  et  zehsqiriJ  possède  à Paris  etdans 
toutes  les  parties  de  l’Europe,  dans  la  position  la  plus  t'avora!>lc  pour  enticteuir  une 
correspondance  étendue , qui  ne  peut  q^ue  rendre  le  Journal  de  Physique  bien  pins 
iiuéressaut  qu'il  ne  le  lut  dans  les  dernières  années  de  M.  Délameiheiic,  oii  nous  ne 
pouvons  nier  que  ce  savant  l'avait  un  peu  néglige. 


AÎVINXLES  DE  MATHÉMATIQLES  PLRF.S  ET  APPLIQUÉES;  OmTage 
périodique,  rédigé  par  M.  J.  D.  Gergonne  , Professeur  de  Malhcm.’titpies  irans- 
eendatues  i la  Faculté  des  Siienccs  de  Montpellier,  Seciétaire  delà  faculté  des 
Lettres,  Membre  de  l’Académie  du  Gard , et  Associé  de  celle  de  Nancy. 

Depuis  le  i^r  Juillet  1810  ces  Annales  paraissent  régulièrement  de  mois'  en 
fnois  par  livraison  de  3a  pages  in-4®  au  moins,  en  sorte  que  les  la  Livraisons  de 
chaque  année  forment  un  volume  iii-4'^  de  près  do  4^^  accompagné  de 

(ouïes  les  planches  nécessaires  pour  l’intelligence  du  texte. 

I Le  prix  de  Ja  Souscription  annuelle  est  de  ai  ir.  franc  de  port  pour  la  France,  et 
le  a}  fr.  pour  l’étranger. 

I Le  prix  des  sept  volumes  qui  ont  paru  jusqu’à  ce  j^jur  est  de  lao  fr. 

Chaque  volume  sc  vend  séparément,  18  fr. 

Cet  Ouvrage  renlèrme  une  grande  quantité  de  Mémoires  cnrictix  et  intéressans 
qir  les  Mutliématiques  et  sur  toutes  les  [larties  qui  en  dépendent. 


Ouvrages  sous  presse  chez  le  même  Libraire. 

DELAMBRE , Membre  de  rinstitut,  ete.  HISTOIRE  DE  L’ ASTRONOMIE  DU 
MOYEN  AGE,  i vol.  in-4.,  avec  planches. 

LACROIX,  Membre  de  ITribtitut,  etc.  TRAITE  COMPLET  DE  CALCL’L 
DIl'l  KRENTIEL  El'  DE  CALCUL  INTEGR.^L,  tome  troisième  et  dernier, 
^ l vol.  in-4. 

HACHETTE,  cx-Profcsscur  îi  l’Ecole  Polytechnique.  TRAITÉ  DES  MACHINEES 
nouv.  édit,  considérabl.  aiigm.,  i %oI.  in-4.  avec  planches. 

PlOTet  ARAGO,  Membres  de  rinsiiuu.  V OYAGE  A.S'I  RONOMIQUE  FAIT 
EN  ESPAGNE  PAR  ORDRE  DU  BUREAU  DES  LONGITLDES.  e-c.; 
Ouvrage  foimant  le  tome  IV  de  la  Base  du  Système  meliique  de  M.  Dclambie, 
J vol.  111-^. 

Parmi  les  Ouvrages  anciens  ou  rares  r|ui  se  trouvent  en  petit  nombre  h mu 
Librairie  uiadiématique,  on  distingue  particulièrement  les  suivun.s  : h s Ouvrages 
matht  inatiques  àiF.uler  , fP Afembert , lyewton  , 'Oeseartes , BernnulU  ^ 
K épier  y 'J  icho  y Fermât , Leibnitz,  GalilvCy  Pappus  y iiuyghene, , F'ietey 
Jiosenuith  y Agnesiy  JVallis,  IFolff,  Sgrauesandr . Cramer,  Cassiui , 
/\%pcr,  jMersenne,  Cai^alerius,  Ptolénue , Kircker,  Tayt>^r,  Si’vuson 
é^aurulcrson  ^ Fnierson,  etc.,  etc.;  oi’crses  éditions  il  V'/i/Vo/t',  de  Diaphonie  y 
d’-c/rcAi/'/éde  , i\'  Appolloniits.  Mémo  1 es  ilc  l’Aca^Umie  des  Sciences  de 

paris  y Berlin  y Pétersbour^,  Turin  ;\es  Mciu mes  Je  rinstiiiU,  les  Transac- 
tions philosophiques  de  Loncires  , etc.,  etc.,  etc.,  etc. 

Not.?.  On  se  charge  à l’adresse  ci-<.;essous  de  toutes  les  Impressions, 
de  quelle  nature  quelles  soient. 

A Pari..,  de  riinprinicrie  de  M'a*  Vc  COLEIIER.  »>'ï  du  Jni’tUuet,  n®  la. 
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